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Abstract. It is proved that a class of partial algebras is a quasivariety

if and only if it is closed under surjective direct limits and subdirect

products.

В работе изучаются квазимногообразия частичных алгебр для сильного ра-
венства, т. е. классы частичных алгебр, определимые предложениями вида

(∀x)
(

∧

i<n

si(x) ≈ ti(x) → sn(x) ≈ tn(x)
)

,

где равенство s(x) ≈ t(x) считается выполненным на наборе a элементов ча-
стичной алгебры A, тогда и только тогда, когда соответствующие значения
sA(a) и tA(a) определены и совпадают.

Такие классы частичных алгебр привлекают к себе заметное внимание ис-
следователей. В частности, аналогично случаю алгебраических систем было
найдено множество характеризаций (в терминах замкнутости относительно
различных алгебраических операторов) для квазимногообразий частичных ал-
гебр [5]. Тем не менее, открытым оставался вопрос о возможности их харак-
теризации в терминах подпрямых произведений и сюръективных прямых пре-
делов, подобно тому, как для систем это было сделано в [1]. В данной статье
дается положительный ответ на этот вопрос.

Условимся в дальнейшем под термином алгебра понимать частичную алгеб-
ру некоторой фиксированной сигнатуры Ω. Таким образом, алгебра A — это
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множество A, снабженное операциями fA (f ∈ Ω) треубемой арности. Необхо-
димые нам понятия гомоморфизма, подалгебры, прямого предела и (под)пря-
мого произведения вполне аналогичны случаю полных алгебр; при необходи-
мости читатель может найти их, например, в [2] или [5].

Пусть K — класс алгебр, X — некоторое множество, а Σ — некоторое множе-
ство соотношений вида s ≈ t, где s, t — термы от переменных из X . Алгебра A
называется определенной в K соотношениями Σ в порождающих сиволах X ,
если A ∈ K и существует отображение v : X → A со следующими свойствами:

1) A порождается элементами v(X) и все равенства из Σ выполняются в
A при означивании v.

2) Если равенства Σ выполняются в алгебре B ∈ K при означивании w :
X → B, то существует гомоморфизм u : A → B такой, что w = uv.

В этом случае будем называть v(x) порождающим элементом, соответствую-
щим символу x ∈ X .

Стандартным образом (см., например, [4]) можно доказать, что если K за-
мкнут относительно подалгебр и прямых произведений, то любые множества
порождающих символов X и соотношений Σ определяют в K некоторую ал-
гебру.

Пусть Ps и
→
Ls обозначают соответственно операторы взятия подпрямых про-

изведений и прямых пределов по сюръективным гомоморфизмам. Пусть также
Q(K) обозначает наименьшее квазимногообразие, содержащее данный класс
алгебр K.

ТЕОРЕМА. Для любого класса алгебр K верно Q(K) =
→
LsPs(K).

Доказательство. Известно [5], что истинность квазитождеств сохраняется при
взятии подалгебр, прямых произведений и пределов. Следовательно, имеет ме-
сто включение справа налево. Остается доказать обратное.

Воспользуемся идеей, реализованной в [3] и [1]. Пусть A — алгебра, удо-
влетворяющая всем квазитождествам, истинным на K. Пусть D — множество
всех истинных на A предложений вида f(a) ≈ b с константами из A. Для любо-
го H ⊆ D существует алгебра FH , определенная в классе SP(K) множеством
соотношений H в порождающих символах a, a ∈ A.

Пусть aH — порождающий элемент алгебры FH , соответствующий порож-
дающему символу a ∈ A. По определению для любого H ⊆ D существует
сюръективный гомоморфизм ϕH : FH → A, переводящий aH в a (a ∈ A); а для
любых G ⊆ H ⊆ D существует гомоморфизм ϕGH : FG → FH , переводящий aG

в aH (a ∈ A). Ясно, что ϕG = ϕHϕGH , G ⊆ H ⊆ D. (Заметим, что в отличие от
полного случая гомоморфизмы ϕGH не обязаны быть сюръективными — чем
больше соотношений, тем большее число термов от порождающих может быть
определено.)

Для каждого H ⊆ D выберем некоторую алгебру FH ∈ P(K), для кото-
рой FH 6 FH . Пусть I — множество конечных подмножеств в D. Для i ∈ I

положим ↑i = {j ∈ I | i ⊆ j}. Рассмотрим Gi =
∏

j∈↑i

Fj и

(1) Gi =
{

g ∈ Gi

∣

∣

(

∃j ∈ ↑i
)(

∀k ∈ ↑j
)(

g(j) ∈ Fj ∧ ϕjk(g(j)) = g(k)
)}

,

для всех i ∈ I. ТогдаGi — носитель подпрямого произведения алгебр Fj, j ∈ ↑i.
Поэтому Gi ∈ Ps(K) для всех i ∈ I. Для произвольных i ⊆ j в I определим
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гомоморфизм ψij : Gi → Gj по правилу
[

ϕij(g)
]

(k) = g(k), k ∈ ↑j. Тогда все ψij

сюръективны и (I,Gi, ψij) является прямым семейством.
Обозначим G∞ — предел этого семейства и ψi∞ : Gi → G∞ — предельные го-

морфизмы, i ∈ I. Пусть g ∈ Gi и j, k как в (1). Тогда ϕk(g(k)) = ϕkϕjk(g(j)) =
ϕj(g(j)), т. е. от выбора j этот элемент не зависит — обозначим его ψi(g).
Нетрудно проверить, что соответствие ψi будет гомоморфизмом из Gi на A,
причем ψi = ψjψij для всех i ⊆ j в I. Поэтому согласно свойствам прямого
предела существует гомоморфизм ψ∞ из G∞ на A такой, что ψi = ψ∞ψi∞ для
всех i ∈ I.

Покажем, что ψ∞ — изоморфизм. Допустим, значение fA(a0, . . . , an−1) опре-
делено и равно an (f ∈ Ω, ar ∈ A). Рассмотрим gr ∈ G∅ такие, что ψ∅(gr) = ar,
r 6 n. Требуется доказать, что G∞ � f(ψ∅∞(g0, . . . , gn−1)) ≈ ψ∅∞(gn). Для
каждого gr выберем jr как в (1), т. е. такое, что ar = ϕjr

(gr(jr)). И пусть k =
j0∪· · ·∪jn∪{f(a0, . . . , an−1) ≈ an}. Тогда gr(k) = (ar)k — порождающий элемент
Fk, соответствующий символу ak, и Fk � f(g0(k), . . . , gn−1(k)) ≈ gn(k). Следо-
вательно, Gk � f(ψ∅k(g0, . . . , gn−1) ≈ ψ∅k(gn), поскольку [ψ∅k(gr)](l) = g(l) для
всех l ∈ ↑k и r 6 n. В силу свойств прямого предела получаем требуемое.

Таким образом, ψ∞ — изоморфизм G∞ на A. В частности, A ∈
→
LsPs(K). �
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