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ANALYSE MATHEMATIQUE. — SR les fonctions bornces et intégrables.
Note de M. Leororp Teier, présentée par M. Picard.

« On sait que, si la série Za,, est convergente, la limite

n—1
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(1) limBt it

n=¢ n

- n—1

exisle et est égale 4 Za,,. ou s, , désigne la somme Ea,,.

1 n=g
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» Nous devons ranger, parmi les séries divergentes les plus simples,
les séries pour lesquelles existe au moins la limite (1). Une série diver-
gente de telle sorte est la suivante :

(2) L‘tc053+00528+...-¢—cns('rz——|')8~.—....
Ici 'on a
Sot T g 1 1—cosni
<3) Coon _glrm’
et donc (pour 82 2/4=)
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» Nous voulons d'abord démontrer que la série de Fourier d’une fonc-
tion bornee et intégrable appartient i la classe des séries pour lesquelles
la limite (1) existe.

» Avec plus de précision, on a le théoreme :

» 1. Soit f(z)une fonction bornée et intézrable dans I'intervalle o,2=,
c'est-a-dire de 0 4 2=, en v comprenant les extrémilés Z; alors la série de
Fourier correspondante a /() '

(4) é\[::./(z)(/z—f‘—i[é.[ﬁf(z)cosn(z——.r)dz]

n=1
peut étre divergente; mais en tous les points x, pour lesquels /(r) est
continue ou possede une discontinuité du premuer genre | c'est-a-dire
JS(z +o0), [(z — o) sonl finis, mais distincts], la limite

lim5°+si+' ey S
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existe et est égale 4 [ /(@ + o)+ /(z —0)], o s, désigne la somme
des n premiers termes de la série (4).

» En effet, en employant I'identit¢ (3), ona

. SodSit kS o ) T~ cosn(z—.z) 4,
<3) T - n—,”l:‘" II—COS(l—'J")—f\a)(ll'

» Soit f(x) continu en x. Alors étant donné un nombre ) ausst petit
qu’on veut, on peut fixer un antre nombre t, tel que

|/ (x k)= /()| <3

lorsque |4|Ze. Nous pouvons écrire
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» Mais st nous désignons par M le maximum de la valeur absolue de

S(x) pour I'intervalle o,2=, nous avons

Do : 1 Mir—z¢)
Izn.—.l :<II =(1—cosz)

l 1 = ! M2z — (o0 +3)]
,2/::\/;:' “,f<n =(1 — cose)

et appliquant le premier théoreme de la movenne (ce qui est possible, car
1 —cosn(z—.r) , i . , .

- cosa(z—.r) n’est jamais négatif)

I—cos{(z—.r) <

- ) ! ""':J—C()s/z(z—-‘r)' o
S"z[/(I>TAJTp‘-/‘_ <1-—C-(‘)T(1—;_J.‘) (11'1-5’.

ot frn| < detlim: =o.

n=m

» Mais on peut décomposer

rac T se-t 1%
t 1 —cosniz—a 1 ] !
e Ty = / — + .
20 1 —cos(z—.x) 2n= nw 2nw
=3 ¥ 14 Xy
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Les deux termes entre crochets tendent vers o pour n = . Or, en appli-
quant 'identité (3)

1 “Ur—cosn{z—ux)

: dr=1,
anw [—cost2r—.x)
@ \

on aura donc o . , ,
S"((L‘) = [./('1") + T‘} (I + ‘._‘u) +t,,

ou lim ¢, = o, et par suite, si n est suflisamment grand,

S(2) — f(@)] < 28,
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» On peut traiter de la méme maniére le cas d’une discontinuité du
premier genre, et le théoréme est établi.
» Remarquons maintenant que I'on a pour une fonction bornee et inte-

grable le développement

Sx)=8+(S8: =S)+.. .+ (Say = Sp) + .. ..

» Mais, d’aprés la définition de S, sous (5), on a

e 1
1 . ny s+ (n--1cos{r—z)4...-+cos(n—1)(z—x)
Sll: : [ /(1)‘_(————_"-'_ - '_‘_—"'v]‘” T - ’ T ({l
=),
=g o R COST A %, ST A oo = Ty CONL = 1 (SIS — 1T, ‘

» On peut done conclure
» II. Une {onction bornée ct inte'gral)lc admet un developpe ment

2 ,/:, (z ‘

1

ou le terme general est une suile finie de Fourter.

» La série converge pour toutes les valeurs de 2, on /(.z) est continu,
ou posstde une discontinuité du premier genre, et a pour somme
(e 0) = Sl — o))

» Remarques. — On voit aisément que Uintégrale S,(x) converge uni-
formement vers f(x) dans un ianlervalle b, ¢, oit [(x) est continu sans
exception, c'est-i-dire on peut trouver une serie finie de Fourier : S,(x),
telle que

[Sa(®) = /(o) <A

si n> X pour tous les points de b, c. De ce fait résulte le théoréme de

Weierstrass :
T y y )’) g ’ ‘ y ~
» Une fonction conttnue admet un leveloppement Ef,,(.r), ot [, (x)

n=0

designe un polynome. (Voir aussi la Nole de M. Picard, Compies rendus,
t. CXII; 18g1, et Trauc d’ Analyse, t. 1.)
» En partant de I'équation

N L i 1—17* AT . »
Wrog) =5 o ces(b—5) &t Sy = 2 an(p)r",
n=x0
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valable pour 7 <1 ott

Al
bind
I
Q== f f(¥)cosn (b—ro)dd (n=1,2,...,0)
= J,
on peut, avec application du théoreme I, donner une theéorie générale et
nouvelle de 'intégrale de Poisson. »
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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la méthode de la moyennc arnt, metique
de Newmann. Note de M. Y. Stegvorr, présentée par M Picard.
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ma Note précedente (Sur les fonctions Sfondamentales et Je problime de Di-

richlet). N
» En posant dankles équations (1) de la

sit¢ d’une couche électrique en équilibre sur (S) (/,'.’)‘, nous obtiendrons les

fonctions de M. Poincaré ( dcta mathem., t. XX;/1896).

» On peut démontrer\es propriétés suivu/més de ces fonctions fonda-

mentales que nous désignerons par Vis=o0,1,2,...)
v //'

7
{. Soit (§) une surface satisfaisant aux conditions d théoréme I de

\,
7

Note cilég o = o, s étant la den-

AN IV A m, S
=15V, AL VR AL V= -~ [: V, ~ds;
Jn he? Vo dn \\ T dn ’ T 4= 1.0
. . It CLCOSY L e e
(1) vV, = __,_»_,/ v, "2%dy a intérieur de (S),
4T N
<2> l-a\ s = )—_:(—‘—:‘il;)’/f\_‘ pe; ds sur (5),
ol Ay, w,y M, sont des co nstantes positives, .
N ‘
m, =%, 2.
el

Quant i u,, il est égal & zéro pour s =o et différent de séro pour toutes les
) P R \

autres valeurs de s, a partir des =1, ....

» Ona y v
dV.\?
&)
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(1) Jai démontré l'existence de p dans ma Note du 6 mars 18gg [voir aussi mon Mé-
moive : Les méthodes générales, etc. (Annales de Toulouse, t. II; 1900)].
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