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Jerzy Szehder

Nowe dowody pewnych twierdzen dotyczacych piérwiastkéw
charakterystycznych macierzy o elementach nieujemmych

Korzystajac z podstawowego twierdzenia dotyczacego ukladéw nie-
rownofei rézniczkowych zwyeczajnych udowodnilifmy dwa twierdzenia,
" ktére wykazal Frobenius na drodze algebraicznej. :

Pierwsze z tych twierdzenr méwi o tym, ze pierwiastek chara.ktery
styczny macierzy o elementach nieujemnych, poza przekatng giéwng,
ktérego czeé rzeczywista stanowi maksimum czeSci rzeczywistyeh pier-
wiastkéw charakterystycznych tej macierzy, jest rzeczywisty.

Drugie, ze pierwiastek ten roéme, jezeli powigkszamy elementy ma-
cierzy.

Podobnymi zagadnieniami zajmowala si¢ Z. Szmydt [1].

Korzystajac z tych twierdzen podamy nastepnie pewien sposéb szaco-
wania wielkofei tego pierwiastka charakterystycznego.

§1
Poshlzymy sie nastgpu;@cym twierdzeniem z nieréwnosei rézniczko- |

wyeh [2], przy czym podamy je w postaci mniej ogélnej, ale wystarcza-
jacej dla dowodu naszych twierdzen:

Twierdzenie P. Jezeli: _
I) Prawe strony ukladu réwnan rézniczkowyech

(T) R , %%i% (Y15 es Yn)

spéhliaj& zalozenia H w zbiorze otwartym 2, tzn.:
a) f* sg ciagle w Q
b) dla kazdej pary punktéw

Ai = (al, wony Gip1,y 0; g1y oeey a,.) s B,' = (bly very b1_1, c, bﬂ-i; veey bn)
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nalezacych de 2 takich, ze
o a<b (v=1,2,..,9—1,i+1, ..., n)

Jest :
| O FA) < (B |

2) Funkeje xi(¢) sg rézniczkowalne w przedziale f, <t < a i krzywa
¥t = x¥(¢) dla t z tego przedzialu jest zawarta w 2, oraz spelnia nie-
réwnofé: o

O dpey )

() O < {0, oy ) = 1,2,y m)
dla :
h<i<a.

3) Punkt B = (by, .., bn) € @ i zite) <b; (i = 1,2, ..., n). -
4) W przedziale ¢, <t < a istnieje calka gérna w prawo ukladu (U)
¥ = 7!(l) przechodzaca przez punkt B, wtedy

) <) da f<t<ea.

Twierdzenie 1. Niech -dana bedzie dowolna rzeczjrwista. magcierz .
kwadratowa :

11y Boyy oeey Un
| Qay Gugy ey Gon . C s g e
4=1. , gdzie a; >0 dla i#£j§ (4,j=1,2,..,n),
Onyy Ongy -»- 5 Qrin, -
ktérej pierwiastkami charakterystycznymi sa liezby:
Ay Aoy ey hn,  gdzie A =o4Bi (=1,2,..,m).
Niech na przyklad
(1) o = MAX(ay, dgy ...y An) .
Twierdzimy: g, = 0. o :
Dowéd: Zakladamy na razie, ze pierwiastki 2, Ay, ..., An 83 jedno-
krotne. '

Przyporzadkujmy macierzy A uklad réwnan rézniczkowych ZWY-
czajnych, liniowych o wspéltezynnikach statych.

d
jdy—‘,; = auY1+ .. Oy
- d
(U4) ‘me—z = G Y1+ ..+ QnYn
dyn

rr = amYr+ ... +amyn .
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Latwo zobaczyé, Ze lele zatozenin a,,, 0 dla 7 ;éy ukla.d (UA)
spelnia zalozenia H twierdzenia P w catej przestrzeni n- wymiorowej.
Dalej, przez kazdy punkt-(z,, by, ..., ba) przechodzl dokladnie Jedna calka
okre§lona na ‘calej osi liczbowej.

Nlech dla dowolnego =, i dowolnyeh by >0, y; = y,;(m) 'b@dz;e catky
(UA) spemiajgea warunek poczatkowy ‘ R -

@ o @) =b>0

Twierdzimy, ze

@) S0 e >0 dla r>a,.

Dow6d wynika natychmiast z twierdzenia P zagtosowanego do ukladu
(UA), do funkeji y; = 0 (odpowiednie.do g(f)) i do funkeji y{z) (odpo-
wiednie do i(t)). Krzywa y; = 0 jest bowiem calka (UA), wigc spehia-
(UA), wiee spehia Wsz@dme nieré6wnosel rozmczkowe (N) i prze-

- chodzi przez punkt (z,, 0 0, O)

11«

Ogélne rozwiazanie ukladu (UA) ma postad:

@) L w= ) ol

i :
gdzie O oznacza stale dowolne, zaé ¢i(x) sa funkéja,mi posﬁa.ci

W(leos ,Bm+ msin ﬁx)

Przypuéémy dla. dowodu nie wprost e P, 0. Mozna wtedy przymé

tp.(m) = e“‘”(li €08 By + m, sin ﬁlm)

t;o;(m) (12 con ﬁlm +m? sinfyz) .

Postara,my sie teraz Wyznaczyé state O; i punkt (wy, by, ..., bs) W ten
sposéb, azeby otrzymaé calk@ y;-= y{x) spelniajaca wa.runek (2) oraz
taks, azeby liczby OC,1; +02 . nie znikaty réwnoczefnie. Rozpatrzmy
w tym celu zwwyzkl . ’

O + 05l + . +Cnli = by

ktére otrzymujemy z (2) w punkcie #, = 0. Poniewaz (4) bylo ogélnym
rozwigzaniem, wiec Det. {I{} # 0. Gdyby dla wszystkich mozliwyeh «
b; > 0 bylo Cli +C,0F = 0 wynikaloby stad, ze czeéé w przestrzeni n-wy-
miarowej okreflona nieréwnofciami (2) lezy na hiperplaszezyznie (n—2)
wymlaroweg wyznaczonej przez Wektory lf, [
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W dalszym cwégu przypuéémy, Ze punkt (wo, oy see b,.)' i state 0y, G, ...
v g G‘u 83 W Z&dany sposéb wyznaezone To znaczy, ze dla pewnego gy -

'mamy , ’ A _
(5) EE ‘ C’ll¢°+02 #0.,

Ro/zpatrzmy odnoénq skladows calk.i yi = y;(w)
Yoy = 01 3qz(li cos ﬁr’” + mfosmﬁﬂf) +

+ 0’ zeﬂlz( ,CO8 pe+ m,osm ﬁla;) + 2 Q;qa,o

8

- Przez proste prieksbta&cenia! trygonometryczne otrZymamy

Yi, = ysm(ﬂlw-l—é)e“l“—i—z Ci%o‘ o

i

przy czym ze Wzgl@du na (d) y # 0 czyh

Yo, = €02 [ysm(ﬂ1w+6)+e‘“”‘ b O]

i3

‘Ratwo. wi’daé e W przypadku gdy o> a; (i=2,3, ,n) funkeja

Yi,(w) bedzie zmieniala znak przy dostatecznie . .duzych x a za.tem docho-,

dzimy do sprzecznoécl z f&ktem, ze y;, >0 dla @ > x,. Musi - wngc byé
B=0. -
A‘by ukonczyé dowod naszego - tmerdzema, wystarezy wykazaé, ze

" nie moZe byé

=0 A('i=23" {n)« a1<'aI‘;(@——r+1 ,fn)

. Prowadzac dowod nie wprost, postepujemy podobnie jak powyzej
i przedstamamy w tym przypadku skla,dowa Yio nastepu;ayco ‘

2 Vi sm(ﬂ,w + 61) e+ 2 Oi%o
[ jfr+1-
Ze wegledu na jednokrotnoéé pierwiastkow qharakterystyczn;ych mozemy
przyjaé (] > |8;. Mamy tez " # 0.
Oznaczajge

fo) = Z yisin(fsa o)

S ‘ i o

T na podstawie fego, Ze gi, >0 dla » >z, i “lime—e® Z O,qa;o = 0 mamy

IS

» Hﬁ;l_lj:lff(@') = St&d pomewaz f a:) ]est prame okresowa, WiQO f m)
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Q pwru:mstkach okamkt«ynyomch wmmmy _/ ' B | T B

dla wszystklch @ Zaﬁem fu‘nkcja o

= hﬁyj ‘ ’ .
—— 008 ('ﬁjm =+ 45)

1

L B

' 'spelniajaéa zwiazek F'(x) = j‘(a’:) jako funkeja ‘niémalejaeca i prawie ok_be-‘
 sowa jest stata. Zatem f( w) =0,

Zauwazmy, Ze

- gdzie

jl2.

R 1 d‘n g . . o .
0 -——_=‘ (ﬂ1)4 d»—'%nf(m)——w 2] Sln(ﬁl.’il}'j{‘.‘ 62) +Pn(fv) .
Paf) - Z (gi) mn(ﬁ?m‘i‘di ST e

" Poniewaz Pr(x) zmierza 'jednosﬁajnie do zera, przy 'n—->oc_)‘WiQC ‘

y8in (B +6;) = 0 |

co wobec ﬂl #0 i Y F 0 stanom widoczng sprzeeznoéé

TWlerdz enie 2. Nleeh macierz A spelnia zalozenia podane w tmer-
dzeniu 1. Niech A b(gdme macierzg o wyrazach @iy (1, y— 1,2, ,n)
i niech . : . v - .
©® e <Ay () =1,2,.m). i
Oznaczmy plerwm.stkl charakterystyczne maclerzyA przez ).,, /Iz, .- ,}.,,, ‘

gdzie A =a;+ By i mech

(7) ’ @y = MAX(ay, Gyy .oy Ga)
(na podstawie twierdzenia I")Stl =0).
Twierdzimy, 2¢ % < %
Dowéd: Zakladamy na rame, ze A id, (j=1,2,..,n), 53 jedno-

o krotne. Przy’porzapdkujmy ma,elerzy A uklgd réwnat rézniczkowych

L f%?%%+m+%%‘“
: : . d —‘ : 7 |
,de

" | ‘a—(b‘ = flm?h +.. + GunlYn -
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- gdyi

Weimy dowolnad szczegélnag ca.lk@ #i(x) ukladu (UA), tak@, zeby bylo

® - 0 L b < Filao) = O

Za,stosujmy twierdzenie P do ukladu (UA4), krzywej m(w) (calka (UA)
przechodzgea przez punkt.: (w.,, byy vy by)) 1 do calki y,(m)
Na podstawm zalozenia (6) i Wlasnoécl (3) mamy dla x> =

9) V(D) = an(®) + 6 Ya(®@) + - + G (@) <

< Au¥®) + TigYo(®) + ..o + BinYn(2)

. a wige spelmona. jest potrzebna nier6wnofé rézmiezkowa. Uklad (UA)

oezywificie tez speia zalozenie H w cale] przestrzem n-wymiarowej, wiec

na podstame (8), (9) i twierdzenia P mamy

) 0<u@<H® da o>z
Calka, og6lna ukladu (UZ) mapostaé: . ' -
(ay 201 i)

i
>

a calke y,(w) spelniajacy (8) otrzyma.my z catki ogélnej (11) przez odpo-
wiedni wybér statych.

‘Poniewaz Da podstawie tmerdzema, 1B = 0 i ﬁ1 =0 merownoéé (10)
dla ¢ =14, przy]muje postaé .

N . » .
feeh® + Z Cigliw) <keme+ D Ojglo)  dla @3>
/2 iz .
gdzie k # 0, stad zas otrzyma,my
k4 3-31“’ 2 o, i(z)

elia—la)e <

§ ' k4 e~he 2 (A
ji2

Gdyby A, > i',,' to zdazajac z « do oo otrzymalibysmy ‘

N

. Foo g

" lime—h= 2 Cil@) =0 (bo %, =& i=2,..,m)

T—00 7' /2
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O pierwiastkach charakterystycznych -macierey | ar

P
1 -

lime~#= Z‘ Cipl(m) =0 (bo h>a i=2;..,m).
Wm ) . ilz e DR " "7
Musi zatem byé I
: S L>h.

§2"

Udowodmmy temz twierdzenie 11 2 w przypadku, gdy macierze A id
majg pierwiastki chara.kterystyczne “wielokrotne. Podamy w tym celu
nastepujgee lematy: i
~ Lemat 1. Do dowolnej ma.clerzy A= (@) (8,§ =1, 2 ey m) i do-

wolnie malego ¢ > 0 istnieje macierz B = (by) (4,7 = 1, 2 ,n), ‘ktoérej
pierwiastki charakterystyczne sa ]ednokrotne i :

Lo SO byay <t

i

przy ezym, ]eéh macierz A jest rzeezyvnsta, toi maclerz B quna. dobra.é
rzeczywistg. o - .
Dowdéd: Rozpatrzmy macierz A + B, gdzie E = (ly) ozna,cza. mamerz
o elementach rzeczywistych. Jesli macierz A +F posiada krotny pier-
wiastek charakterystyezny, to wielomian charakterystyezny f(1) =|4-+
+E — AI| posiada wyréznik W(E) (wielomian zmiennych I;) réwny zero.
Dla pewnych I; z przedzialu 0 < 1; < A musi byé W(E)#0i wtedy‘
maecierz A +E = B, bedzie czynila zados§é tezie.
_ Razeczywiicie, gdyby W(E)=0 dla 0<ey<e to W(H) jako wielo-
mian bylby tozsamodciowo réwny zero. Tak jednak nie jest, bo dla I, =
= —ay dla 4 ;éy ily=14—ay p1erw1a.stk1 charakterygtyczne macierzy

7 « 1 /1,0, 0
A+E = 9,2,...
0,..., n

83 jednokrotne, a zatem W# 0. ‘ .
Lemat 2. Niech &= o+ 8 i (=1, ..,n) b@da plerma,stkami cha-‘
rakterystycznymi macierzy 4, = (a,f) ('z,y =1,2,..,n) i .

=m&x(a1,a2,. ,an)
Jezeli A,—~A, to znaczy ajj—>ay to o ‘ - 3
Il"—ﬂ'li:v ax‘l‘ﬁﬁ N |
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oy = m&X(ap a24 . an) o

Dowéd Oezywmme pierwmstkl eharakterystyczne maclerzy A, zmie-

‘rzaja, do plermastkéw charakterystycznych macierzy A, na podstawie

ciaglej zalpznoﬁm pierwmstkéw melomlanu od Jego wspotezynnikéw, za- '
tem A1, 1 ‘a3 - 0. ' :

Gdyby o <max(ay, a5 ..., 00) = o (k' 1), o stad, 26 ' A=A
i gg-+ox> ¢, 0d pewnego Wska;zmka. byloby aj > aj, co jest sprzeezne
z z,&iozemem .

‘Praystgpimy teraz do dowodu tmerdzema 1 w przypadku gdy pler-
wiastki charakterystyczne macierzy A 83 Wlelokrotne .

Na podstawie lematu 1 istnieje ciag-macierzy |

A, = (ay) “i:$> LT e T

ktéfych plemastkl cha.rakterystyczne = a;+ﬁ' i (= 1 2, ., m) 8%
jednokretne, wige fi = 0. -Na._ podstawie lematu 2 : -

0=F—p zatem B =0.

UZupe]mmy teraz dowéd tmerdzenm 2. Wybieramy w tym celu ciag ,

maclerzy

A, =@y)  ay>ay Gy,
i plmm,stkl charakterystyczne ma.clerzy A;

A =aj -|-B,i , gdzie of = max(aj,as, ..., an)

8y Jednokrotne

Ze wigledu na meréwnoéé @y < @; mozna dobraé a,j < a,, Wtedy )
na podstawie twierdzenia 2 udowodmonego dla macierzy o plermastkach )
eha.ra,kterystycznyeh Jednokrotnych Oraz mna podstawie lematu 2 mamy
/11 <XB oraz AN-oA i XA
zatem S
M. ‘

Oznaczmy PrZez -imax pierwiastek charakteiysthzny o najwiekszej
czeécl rzeczywistej. Na podstawie twierdzenia 1 ]est on rzeczywisty.

. Wniosek: Dla maelerzy 0 elementach ay; = >0 ( j = 1,2,..,n)

lmx

'Wymka to od razu z faktu, ze dla ma.clerzv o elementach iy = O
Amax = 0, oraz z twierdzenia 2. »
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Poda.my obecme pewne oszacowame maksymalnego plerw:la.stka. cha,-‘ :
: mkterystycznego Zaezmemy od lematéw.

Lema.t 3. Dla ma.clerzy 0 elementach ‘a; = k > >0 (z y = 1 2 n) E
Huax = o : -
- Dowéa: IR
, o k-*z‘,‘ ky oy k
W('nyky z)g‘f: ?G’ k—1, ey k. =
S k, . k’,f s k—Al

'rﬂc——ﬂ., ],,, , k | L 11, &, , % |
_ (k=X k—2, .., & (,nk (L k=2 ek

Cmk—4, k, . k— z , 1,, By ey kAl
Wykazemy mdukcyjme, se S '
= ’1, k, seey k “ : "-' ‘ |

n wierszy

PEShe R Sk )= (A da w2

1, By, e k—i| B
n kolemn '

Ratwo sprawdzié, ze 8(2, k%, A) — — A
Zakladamy 8(n,k, A) = (—)"*

w(l1 "

S(n+1 k ,1) E %’]‘;&,---, ko ?:1.,k~1,..., k
4|k
1

U1, &, o k=2l 11, & .. k=2
h‘-(-ll&olumn ] : . )
’.=—AS(n k z) (=4

J est wiee W(n ky2) = (nk A) (= J.) i zatem p1erw1astkam1 chamkte-
rystycznymi macierzy ay; =k (i,§ = 1, 2,.n) 83 hczby o =nky i =
_.As_ c=Ap = 0 wigc R 4 /

" Lemat 4. J ezeh do elementéw maelerZy na przekgtnej glowne] do- -

damy liczbe s, woéwczas plermastkl cha.rakterystyczne tej maclerzy po«
'Wl@kszq gie takze o s.

!
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!

o Nlech A b@dzw plerwmstklem charakterystycznym mclerzy 0 ele-
.'menta.ch @ Dowdd wymk& % rownoém

. Det {ay “i‘aiis)’“" 6i7()~+3)} = Det {azi"" 6137"1} = 0

i Tlee:rdzeme 3. Maksymalny plerwmstek cha.rakterystyczny ‘ma-
“cierzy o elementach ayg (1,7 =1, 2 - ‘n), takich, ze a; >0 dla € # 9§,

. zawarty jest W przedziale:

ﬂmx

(12) vma,x[m&xaﬁ, (n—.l)minaii+minu,:i] <
: ‘ . iEf } : .
' g (n 1)ma,xa,, +maxa,, i
‘ #

Dowéd: Wykazemy najplerw meréwnoéé ‘max a,, < Amax - Dla ma-
' cwrzy A* 0 elementach a¥ = ai a@j =0 dlai J Mhax = maxay; = Max .
Poniewaz af; < a4, ngc na podstawm twierdzenia 2 lmax Amax czyh
. MaX @y < Agax.

- Aby dowie§é meréwnoécl (fn 1)m1na,, -+ Imfn Ay < Anax rozrozmmy dwa

przypadki o
1) mma,, = mina; . .

i#j L
Dla macierzy 4* o elementach a}; = minay na podstawie lematu 3 Ahax =
= pmina;;. Poniewaz mmai? = a}} < @ wiee na podstame tmerdzema 2

Aax < < me, czyli

)
\ B mmna,,, Amax -
2y mma@, # mma,, .
LA . ' T
N1ech mma.,,—mm% = s. Dla macierzy 4* o elementa.ch a:‘, = a4 dla

1%
i #7J, aﬂ =y +$ na podstawie lematu 3 i tmerdzema 2 - mamy i min a; <

< Ahax, Zas ;na podstawie lematu 4 A ax = Amax + 8. Pomewa.z mma,,
= minay, WIQO . o .

] fnm.lna@, Amax + 8 '

#5 .

A "'nml‘nam-mmazrnunuﬁ - Anax

i7 ) ;

(”‘—1)1:;11_.10414*111111“% < Amax »

i 7
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New Proofs of C’ertwm Thsorems UOnce:mmg C’hamctemstw Roofs of the ,
" Matriz with Non Negative Elemmts

Usmg the basic. theorem concermng dxfferentml ordma.ry systems of mequahtles :

: - {Theorém P) we prove two theorems of Frobenius. -
v - The first one says that the characteristic root of a matnx with non negative elements
“besides main diagonal, having a maximum real part is real (Theorem I), and the second
_says that this root inereases if' we enlarge the elemernts of the matrix (Theorem 2).
" In § 1 we prove these theorems for the roots characteristic and simple, and in § 2 .
-we complete the proof for the roots charadteristic' and multiple. : , . T
In § 3 some evaluation of the magmtude of this maximum characteristic root is, s

- given (formula 12).

R : ; ‘CO,HEP)KAHI/IE L ; . -

N

Hosse doxasameapcmea HEKOMOPBIX meopem, OMHOCAWUXCA K xapaxmepucmuuecxm =
KODHAM Mampuy ¢ Heompuuameﬂbuumt 218 MeEHMaNnY '

B

— Honiayac‘s ocnommﬁ 'reopemox‘i, OTHOCAIIEHCA K CHCTeMaM OOBIKHOBEHHBIX muddepen-
ImansHeIX Hepaencrs (Teopua P), nposomum B namedt pafoTe JOKA3aTEIHCTBO ABYX TEOPEM
Ppoebermyta. IlepBas M3 HUX INACHT, YTO XAPAKTEPHMCTHUECHHH 'KODEHB MATPHHEBI C HEOTpH-
LIaTe/IBHBIMM 3JIEMEHTAMH 32 TJIaBHOH MAroHAJbIO, OB IaaroNMil MAKCHMAJIBHOMK ACHCTBHTE b~
. HOM 4acThio, ABJSIETCA neﬁcmmenmbm (T'eopema 1), BTOpas xxe: UTO ITOT KOPEHE BO3PACTaeT,:
_€CIM YBENIMGHBAEM 3JIEMEHTHI MaTpmibl (Teopema 2, . pr (.
B § 1 mbI IPHBOOUM JOKA3ATENECTBO  STHX TEOPEM Il XapPaKTePHCTHYECKNX OHOKpPAT- o
HBIX KOpHEH, a B §2 FOTOMHsEM nonaaaremcmo AN XapaKTePHCTHYSCKHX MHOI‘ORpaTHBIX
‘ Kepﬂeﬁ . . A ]
L, ‘B § 3 naercs m:xo*ropaa OlLIeHKA BEIMYMHE] 3TOTO Maxcnmamuoro xapm:repncmqem(oro E D
KOpHH (dopmyna 12).

Prace matematyczne z. 6 B ' : Y




