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" Pewne twmrdzeme o regulumnéci ﬁmkcjx melu zmnennyeh

" Autor dqwodzi. se ﬂoraz dwéch funkejt klasy cn znikamcych wzdiuz pewns§ . .

©  powierzchni (przy czym pochodne rxﬁauownika nie znikaja rbwnoczeﬁnief jest klasy
Cn—1, . R e ) K]

Udowodnuny twierdzeﬂe nastepujqce - o o -
, Jezeli funkcje m zmiennych f(x1,..,Tm). g{(&1, .., %Tm) sq klasy C*
n=1) w obxza'rze G.i 3ezeh warunek g(xy,.. mm) = poctqga. 2a sabq

 zwiqzki ‘f(;c1, .,:c,,.)-0 i Z 5——(3:1. »3m)

=1

>0 wéwczas funkcya, E

f(a-'n 5 & )

. g(w,, 5 Tm)

(po nadamu Jej wartoaim granwznych w punktach zerowania sie. mmnow g
* nika) jest klasy C"1 w obszarze G, ' ‘
_ Klasa regularnofci tego mdza;u ilorazu. na ogél sie obmza, gdyz np‘

funkcje j(:x:) = :c"'”' mgn:c i g(a:) z sq klasy Cn, mh iloraz zaf
f@_ xn sxgn x nie ]est juz klasy C" tylko c1,
g
zmiennych (co jest zresztg bez szkody dla ogolnosei).

Niech f (x, y) bedzie funkcjq okreélong w zbiorze @ — I, gdzie Q jest
obgzarem, za$ II zbiorem punktéw tego obszaru poiozcnych na prostej
x = 0. Jezeli funkcja f jest ciggla w  — Il i posiada granice w kazdym’
punkcle zbioru I, wéwczas wedlug dobrze znanegq twierdzenia funkcja
~ fda sie uzupeln:lé do funkcji : T "

: fP) "_;~dla*PeQ—l"I
W f (P) hm}(Q)  dia Pel

mqglej w calym obszarze Q. T '

. Lemmat 1. Jezeli funkcja, f(x, y) 3est klasy Clw Q H i jezell-
istniejg granice tej- funkcji i jej pochodnych w kazdym punkcie zbioru II,
to funkc;a f okre&ona wzoramx (1) jest klasy Ciw calym szorze Q.

Dla prostaty oznaczeh prowadzié bedmemy dowody dla fnnkcgi dwéch .
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w Q. Wystarczy dowiesé, ze A

3’(?) n(P), '”(P) f.g(P), gdy Pell.
Mamy L-:- ‘
h—90 h h+-0 .

- Nijech {0 y) el i mech hy 0. Mozna &y t@k dobrac aby .bylo ]svl < —

oraz = o e
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Poniewaz )
; j(ey’ +h;3-.. _A(,e“y) "J‘y(e”y+«‘hh)—¢fa(o y), .
f(O y-l-‘hh) F09 e S
czyli . , .

af(Oy) fz(O'y}cbdo

Lemmat 2 Jezeh funkc;a j(ac, y) 3est klasy crw Qa-— H i ]ozeh
xstniejq granice tej funkcji i wszystkich' jej: pochodnych az' do rzedu n
wlgeznie w Kazdym punkceie zbioru II, to funkcja F okreslona Wzoramr
{1) jest klasy C* w calym zbiorze Q. - o

Dowéd. Wedlug lemmatu 1 funkCJa f jest klasy C1 w Q. Przy- .
pusémy, ze jest ona klasy Ck (k<< n) Wéwczhs kazda z ]eg pochodnych'

as—f—r f
ox* oy"

: (s +r=k) spelma zalozema lemmatu 1, a wiec jest funkc]a Kla-
sy CL Stad funkcja f jest klasy C’“ 1 : .

Lemmat 3. Jezeh funkc]a q>(x y) jest klasy C" w ﬂ iap(o,y) —0
~w II, to funkcja - -~ | athe o :
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Pewne twiefdzenie o regulumoﬁci funkc:i w%ela zmtennych{ a RS S
e i-—-u(fc Y "dl’a‘ zx0
V@)= , o, e e e
7 Felim 2Cn) 4. ©,yell - L
&0, gy ‘ , . - . S Ry
jest klasy C"—tw Q. . L e e e - 7
D owé d Wedlug lemmatu 2 wystamzy udowodmé 1stn1eme gramc , A
o gkt , e SR
(2)‘ - P 11m 2 q:(:c‘y) . A
. R A T y—ob axk ay T . g ST ) : o
dla k>0, 20, k+i<a=1,00b el .
' L T alp ‘~ '
Polézmy Az, y) = 1o . Funkcja 22 — (x, ¥) ma porhodne ze
x oyt oy
wzgledu na x clggle az do k + 1-szej qucz.me, zatem’ wedlug twierdzenia . '
Taylora : , : RS
oty
0=—(0,y) = .
| | - ayl( Y) .
: 2 ) N ok I
~=mw,y)+a—m(xux,y))(—x)Jr...Jr—(xx(x.yni—g’wr
gk+1+1 ( x) +1 s e »
. TR @ =
T axkt oy !( z(—9), )(k+1)' . -
(= x)e+1 [ 1 ] I
T S +1——:c. —————:cl—-&, o /
Kt D)t (k+1) (‘y)-f- (( ).9) o
Mamy wiec !
i ¢mw) g SRR £
z,y) = x(1—9), : BT
8x‘°ay‘( T ( ) k—l—l 9 k+1a‘(.( )y} : o,
skqd wymka. ze granica (2) istnieje. . ' | ‘ T
flxy N

~Dowéd: twierdzenia. Wystarczy dowiese, ze funkcja @)
S |
(uzupelmona przez wartosm graniczne) jest klasy C* w otoczeniu dowol-

nego punktu (xo, yo'), w ktérym g (xo, yo) = 9.
Wediug zalozen jest np.

o]
9 (x4, y5) 0.
ox

Transformacja o S ) v Sy S
~ ‘ u=g(x cod
@ ooy | o
: =Y , A :
jest klasy C® i ma jakobian rézny od zera w punkcie {Zo, ¥o); jest ona
zatem odwracalna’w otoczeniu punktu (%o, yoj i transfurmacja odwrotna




f{xi‘ﬁl
glziy
, przy czym rp(u, v) Jest klasy cn i q>(0 'u) =0,

jest r6wmez klasy C" erez zasmsowame podstamema (o) fﬁm

: ..’przechodm w funkcje ? (m;‘ )

i

SN 'Wedlug lemmatu 3 funkc]a ) (uzupelpwna przez Warboﬁc: gramcme)

o ]est klasy C“"1 a w;ec réwmez funkc.ja it ’g; ktéra powstaje z po—
mdmej przez podstawieme (3), posiada te wlamoéé c.b. d o R
Przyklad Jezeh funkCJa q:(ac) jest klasy C*, to funkc]a S
- (@) —9(x) |
o ¥y =1 y—x dla "‘*y_ | .
L o ¢ (x) dla z=y o
jest klasy C™1, Lz : - o
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Opna 'reopema 0 perymxpnoc'm llmﬂmﬂii MHOLHX nepememmx .
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» o e SUMMARY

A Theo'rem on the Regulanty of Fwnctzom of Seve'ral Varzabces
1
Author proofs that the quotient of two functlons ‘of C" class whlch
are ejual 0 on a surface (the derivatives of denommator bmng not simul-
taneohsly 0) is of C™1 class E e . R o
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