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Le «lemme du petit arc» pour les ensembles sous-analytiques ouverts

KRYSTYNA WACHTA

Abstract. It is possible to select a semi-algebraic curve in the “‘curve selecting lemma” for open
subanalytic sets. The condition on the set to be open is essential.

Soit 4 un ensemble sous-analytique ouvert dans R". On va démontrer le théoréme
suivant:

THEOREME. Soit ae A. Alors a contient un arc semi-algébrique au bout a.

Démonstration. A contient un arc semi-analyiique au bout g [1]. Choisissons des
coordonnées dans R" d’une telle maniére que cet arc contienne le graphe d’une fonction
J: (0,€) » R""'(e > 0) analytique, semi-analytique, tclle que a = (0, lim £ (7).

Le théoréme de Puiseux nous donne: =0

fx) =3 ax*
i=0

dans {0 <x <} ol k est un nombre naturel, >0, ¢, R""! (i = 0,1,..) [3].
Pour chaque m naturel posons:

fo(x) = i a;x"*  (x>0).

Evidemment I’ensemble Frp = {(x,/u(¥)): 0<x <o} est semi-algébrique pour chaque
m naturel et ¢>0. Pour terminer la démonstration du théoréme il suffit de trouver m,
¢ de sorte que F,,c A.

Les ensembles {(x,f(x)): 0 <x <g/2}, ANA satisfont la condition de la séparation
reguliére [4] *, c’est-a-dire il est possible de choisir deux constantes positives C, a de
maniére que

o(x,1(x)), ANA) > Cl(x, £ () —al’
pour chaque x € (0, ¢/2), ¢ étant 1a distance Euclidienne.

* On peut supposer 4 borné.



D’autre part pour chaque m naturel on a
| f )= < Dl (0 <x <ef2)

ou D, est une constante positive (dépendente de m).
Alors
0 (%, £,()), ANA) = C|(x, £ () —al*— D,Jx|™* V% >0

pourvu que (m+1)/k>a, 0 <x<p ot ¢ >0 est une constante suffisamment petite. La
démonstration du théoréme est terminée.

Marquons que sans supposer A ouvert notre théoréme n’est pas vral.

Soit ¢ une fonction réelle analytique, pas algébrique, définie sur un voisinage ouvert
de 0 dans R (p(x) = €™ par exemple). Posons

A={(x,0x),z)e R<RxR": |z| < /x,x>0}.

Supposons qu’il existe un arc semi-algébrique A= 4 au bout (0, ¢(0),0)e Rx Rx R™.
Alors par le théoréme de Seidenberg-Tarski, Pensemble

{(x,p(x)) e RxR,0<x<¢} (¢>0)

est semi-algébrique comme I'image de A par la projection Rx RXx R™3(x, y,z) —» (x,¥)
€ Rx R ce qui contredit I’hypothése.
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