~ ~ podanego przez 0. Frostmana dla przestrzem

. tzw. po;emnoéc) zbioru H, ktéra oznaczam przez d(E), jest dodatnia.

‘ ZESZYTY NAUK@WE UNIWERSYTETU JAGIELLOI‘ISKIEGQ .
'NR § . . MATEMATYKA - FIZYKA - CHEMIA 2.2 = - S 1986

. ot
L.

- -

Jerzy Gorski

0 pewnym warnnku regulamoscl punktéw brzegowycb
w zagadnieniu Dirichleta na plaszczyzmie

‘W oparciu o métode punktéw ekstremalnych, wprowadzona przez brof F. Lej(é,
autor podaje pewien wystarcza]acy warunek regularnoéci punktu brzegowego w za-
gadnieniu Dirichleta na plaszezysnie. Otrzymany wynik jest przeniesieniem warunky

Wstep

Zalézmy, ze E jest ‘brzegiem obszaru -plaskiego Do zaﬁequcego
‘wewngtrz punkt z-==oo. Zakladam, ze srednica pozaskoniczona ') (czyli

Niech > .
' o ’ ’7(")':{’70’7717---,%} 7 (1) _
) bedzie thym ukladem ekstremalnym punktéw’ zbioru E, tj. takim ukla- .
~dem n+1 punktéw zbioru E, ze dla kazdego ukladu n-+1 punktéw -
{80381y ey Ln}=C(® zbioru E zachodzi nieréwnosé B

|7; m!> T 15—kl

- o< j<k<n < j<k<n -
Oznaczmy przez A,‘,j"=0 1,2,...,n iloczyn postaci A4Y —Hln — ]

kse
. 1 niech A(“) bedzie napnme]szym z 1loczyn0w 49, Wladomo, de:

— dla kazdego punktu # nie lezsecego w zbiorze E 1stme]e granica ?)

hmﬂ/ﬂlz—ml VAO=L(z,B), - (2)

'przy ezym log L(z,E’) ]est uogolniong funkejy Greena dla obszaru Do
b blegunem w punkcie 2= oo, :

2° — istnieje granica?) _lim V4= d(B).

P I;)n Dgﬁmm;a éredniey pozaskonczone] zbiorn plasklego podana jest np. w pracy
[ .
) Por. prace-F. Lei {2], str. 69.
3) Tamze.




4 . . , Jerzy Gorski

Warunek kwystarczajqcy O. Frostmana
: -
W pracy doktorskiej O. Frostman podal nastepujacy warunek na

- regularnodé punktu brzegowego obszaru przestrzennego ([1], str. 57):

Niech K, bedzie kulg o promieniu r i o $rodku w punkcie P nalezg-
c¢ym do brzegu E danego obszaru przestrzennego D i niech d(EK,) 0zna-
cza frednice pozaskorniczona przestrzenng zbioru!) EK,. Jezeli

Iim (E;K)

r—>0

0,

to punkt P gest regularny ze ‘wzgledu na problem Dirichleta dla obszaru .

Wykaze, ze analogiczny warunek jest warunkiem wystarczajacym
regularnosei punktu brzegowego z, obszaru plaskiego' D, ze wzgledu na
problem Dirichleta.

Lemmat 1. Niech K, K(zo,r) oznacza kolo o §rodku w punkcw
2o € B 1 o promieniu r. Jezeli d(E) >0, to istnieje taki punkt z,¢ H, zZe
pojemnosé zbioru EK, jest dodatnia dla kazdego r >0.

Dowéd. Gdyby nie istniat w zbiorze F zaden punkt z, o powyzszej
wlasnogei, to kazdy punkt zbioru.E mozna by pokryé tak malym kolem,
ze pojemnosé czesei zbioru E zawartej w tym kole bylaby réwna 0. Z twier-
dzénia Lebesque’a-Borela o pokryciu wynika, ze z tak otrzymanej ro-
dziny kot mozna wybraé skoniczong ich liczbe pokrywajaca caty zbiér E.
Oznaczmy kola te przez K, K,,...,K,. Poniewa.z Ad(EK)=0, i=1,...,p
oraz ZdEK JE, wiec wobec tego, ze d( ZEK Vs d(B), pOJemnoéc za§

Ci=1
zhioru, ktéry jest sumg skonczonej hczby zblorow 0 pojemnosei 0, jest

réwna zeru, wynika, Ze d(£)= 0 wbrew zaloZeniu. .
Lemmat 2. Niech punkt z, posiada wlasno§é podang w lemmacie 1.
Woéwezas do kazdego >0 mozna dobraé¢ takg liczbe N(r), ze w zbiorze

- EK,= EK(z,,7) lezy co najmnie]j jeden punkt n-tego ukladu ekstremalnego

zbioru E, gdy « > N({r). )
Dowdéd. W przeciwnym razie istniatoby takie kolo K, = K(z,,7,) i taki

elapg rosnaey liczb naturalnych n,,n,,..., ze w kole K, nle lezalby zaden

punkt ukiadéw ekstremalnych o numerach n,,n,,... Odrzucajac ze zbioru ¥

~ zbiér EK, nie zmienilibySmy jego pojemnosci, bo

By

d(B)=1lim} 4P,
T koo
Pozostawaloby to w sprzecznodei z zalozeniem

d(EKro) >0

1) Definicja srednicy pozaskonczoneg przestrzennej podana jest np. w pra,cy 0. Frost-
mana [1], str. 45.




Warunek rég_‘ul&ﬁwéei pumitéw brzegowych

i na@stgpujswym tW‘iefﬂzeniém 1): Jeseli do zbioru E dolaczyé zbidr o j)eé -

jemnoéct dodatniej potozony w Dy, 10 poyemnosc otrzymcmego 2bioru 7est -

wieksza od A(E ). _
Lemmat .3. Niech vo(7) oznacza 1loéé punktéw n- tego ukiadu ekstre-
‘malnego zbioru E zawartych w kole K, _K(zo,r) %y e B. Oznaczmy'

" przez »(r) wyrazenie na,stepu]apee .

o) =Tim 1), - (3)

_nsoo N

Gdy r—0, to »(r)—0. ,
Dowéd Z okreglenia éredmcy poza,skonczoneJ d(E) wynika

d<E>~hm{ I lmy— t}"‘"*”
n->00 o<;<k<n
Ozna,cmjac Prez ny,...,n, te punkty n-tego ukladu ekstrema,lnego, ‘
ktére leza w zbiorze EK,, a przez D frednice zbioru E, otrzyma,my Tie-

réwnogé na,stepumca.
2 : v(v-—l)

{ ” 1 — s I}n(n+1)/{ ” 1,'7 . l}n(n+1) D TS

o< j<ksn 1< f<hk<y

2
<f{max [] |-G t0-D.

tPdeEK, 1<j<h<r ‘
‘Przechodzae do granicy, gdy n->oco otrzymamy stad _ '
A E)<[d(EK,)]"-D. o 4)

~ Niech r—0. Poniewaz d(EK,) <d(K,)=r, wiec d(EK,)—0, gdy r—>0.

. Gdyby »(r) nie zdazalo do 0 wraz z 7, to otrzymalibyémy stad oraz z nie-

rownolei (4) d(E)< 0 wbrew zalozeniu, ze d(E) > 0. A

Twierdzenie. Warunkiem wystarczajacym regularnoéci punkiu brze-
gowego zy€ E jest warunek nastepujacy:

i YL (EKr)

sl

(5)

Dowéd

1°, Zakladamy, ze z, jest punktem zbioru E posiadajacym wlasnosé
podang w lemmacie 1. Niech punkty®) #,,7%,,...,1,1 #-tego ukladu ekstre-
malnego zbioru E lezg w zbiorze EK,= EK(z,,7), pozostale za§ punkty
Npyeoesty — W zbiorze H—EK,. Niech y=w,(r) oziacza ilo§é¢ punktéow
NosNryeee s ooty € za dowolng liczbe dodatnia <1. Wobec powyzszych
zalozen mozna do ¢ dobraé taks liczbe dodatnig 6, ze dla kazdego punktu

!} Por. prace F. Lei [3], str. 10. . .
%) Jezeli punkt 7, lezy w zblorze B~ EK to dowéd przebiega zupelnie podobnie. -

3
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e

‘.C e E—EK, i dla kazdych dw6ch punktéw z,z, nalezgcych do kola
K;=K{(z,,0) zaehodm meréwnoéé

1~£<
zl_"

2]

Stad wobec lemmatu 2 wynika, ze jezéli ze K, i n>N(d), to istnieje '
o najmmiej. ]eden punkt n-tego ukladu ekstremalnego, np. punkt 5, taki, '
ze u,_, ¢ BEK, i zachodza nieréwnosci

___’3
Bo—1— 1))

‘Stad dla ze K, i n>N(4) ,za,chodm nieréwnosé nastepu]qca:

"lo

Wielomian v—1-go stopnia

1—e< ‘n ) ~(6)

1
<(1+ i [|z—,7,| 1z>—ﬂv-1||Z:o-)x—n,‘ Im—.fn,.] o

(2~ 1) o (z¥ Ny-1) (-1 ; ) eee (Mp—1 ~'n..)~
, 40

jest wobec (6) ograniczony w zbiorze EK. przez nastepujace wyrazenie:

Wv—l(z) =

Wi >t<—(.,)(1'—";‘,,—_7’3"7',

'1!|

a poniewaz 1) za,chodzl merownoéé ” 7o ’?|<1 dia ze E, wiee
. in . . —

| 'w zbiorze EK, zachodzi meréwnoéé

IWv—l(..z)l'<'

(1_—8)n-7:1

®

" Oznaczmy - przez‘ go-D= {C.,, L1} v—1-ty uklad elistremalny pun-
kt6w dla zbioru FK, i wprowadZmy nastepujace oznaczenia: LO (2, C‘”“”}

Cow—1
(2—Cx) ?__
(Cf—Cn)’
: kaéj -
1nte1polacy]ny Lagrange’a otrzyma.my wobee (8) meréwnoéé

T e Stosu]ac, do Wlelomlanu W,_,(z) wzor

Woo z"<;r33m%,flL,_1<z,c‘""’)l=m|Ls~2,(z N (o)

1) Por. prace F. Lei [2], str. 64.
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~Wobee (7) i (9) otrzymamy dla, zeK,,, 2€E i n>N() meréwnosé-

\

: . ‘.___
l/n 2 — ﬂklfl/ (1+ >"“v—l ,l_/llL(") (z’c(._i))l}l"l 3/ }: i
zatem przechodzae do gramcy, gdy n-»>o0, otrzymamy
R L(aE)%'_%ﬁ[L(z,EKa)]vw, o
- gdzie ' '
v(r) hmv'f) - JEEN

Z okreélema funkcp Lz, EK,) wymka, merownoéé
max |z —¢|
LeEKy

L‘(z, EK,,)< W'

(11)
Wobec (10) 1(11) otrzymamy przechodzac do granicy, gdy Z—> 2oy '
-z ¢ F, nieré6wnosé :

o) ' ‘
L, B<Ee [ 7 ;K,)] (12)

Niech 80, wéwezas z (12) otrzymamy nieréwnosé

1+s s T
Eg:l)(z E)< llm [d(EKd]

-~ & poniewaz & jest dowolng liczbae dodatnia, zatem

R )
th(z,E’)<[llm 9 J .

) 2y d(E-Kd)
Jezeli
. d - :
lim - =a<oo 1), 13)
AER) " =) | 13)
- to . _ : ‘ T
e e - lim L(z, B)<a*®.
‘Wobec lemmatu 3, gdy r — 0, otrzymamy nier6wnoéé
4
th(z,E)<1 (1)
2y

') d(BE,)<d(K,) =5, satem o> 1.




.8’ 3 ‘ - T Jerzy Glé'rski'
"*Pohiemz’f jak wiadomo?) limL(z, E)>1, wige wobee (14) w punk-

29Z0

cie z, istnieje granica Him L(z,E)=1. Z faktu, 76 logL(z, E) jest funkejg

232

Greena dla. obszaru Doo i 'wobec tw1erdzema G. Bouliganda?), ze wa- '
- runkiem koniecznym i dostatecznym regularnosei punktu brzegowego 2z,
jest, aby funkcja -Greena. posiadata w 2, granice réwng- 0, wynika, -Ze

punkt 2, jest punktem regularnym ze wzgledu na problem Dirichleta.
Warunek (13) mozna zapisaé w postaci (5).
. Jezeli punkt zer nie posiada wlasnosci wymienionej w lemma-
dEK,
cie 1, to istnieje takie kolo K,= K(zd, r), Ze d(EK,)—O zatem hm /), 0

r—0

Warunek (5) nie zachodz1 W punkcie z,.

Katedra Funkeji Analityeznych Uniwersytetu J aglellonsklego w Krakovvle
Otrzymano dnia 10 grudnia 1954 r.
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PE3IOME T

06 ussecmmom Yeaosuw PesyaLPHOCMU 2panuiHwLL mouex 6 npodaeme Iupurae
: HA NAOCKOCU '

Hycu E ecry kpalinad Todka HeorpaﬂuquHoﬁ 00Ia¢TH HA IIOCEOCTH, co,ztep-_

Hameft B cefe TOURYy 2=oo.

TTonommm, aTo EmEocTs d(F) coBorymrocrn K- HOZOMATOILHAL.
: B HacrosmeM CoOCMEHEE IPHBEJEHH J0EASATENLCTBA HECKOIBEEX UBBECTILIX
B amreparype [3] ZOCTATOYHBIX YCIOBHH ~DEryAAPHOCTH TpAHETHON TOURE 2,¢ K
B mpoGueMe JNupaxie, JIPEMBHHH MeTOo[, JKCTPEMAJBHBIE TOIER npocb P. .JIen
(1 (23 - a o

Eenz nn. K, mpeferaBiger coGoff OKpYAHOCTh, ¢ IEHTpOM B Todke Z, m pa-
ABYCOM 7, TO OJHEM 3 JOCTATOYHEIX .JCIOBEH pPeryIspHOCTH AamHO# rpaEEYHOR

1) Por. prace F. Lei [2], str. 62.
) Por. prace tego autora [4], str. 88.




Warunek regularnoéci pﬁnktdw braegowych

ToukR GyAeT clelylinee ycIOBEE
T JEET)

r=>0 r

0.

SUMMARY

| On a Condition of Regularity of Boundary Points in the Dirichlet Problem

Let E be the boundary of a plan domain which contains a point z=oco

in its interior.

‘We suppose that the logafithmical capacity d(F) of E is 0. Using

the extremal points method of ¥. Leja (1), (2) we prove in this note some.

known sufficient conditions (3) for the regularity of a boundary point

. zo in the Dirichlet problem.

E. g.: if K, is 4 cirele with the centre ém zo and radius -+ and if
fim 2E5) o,
r—0 r

then the point z, is regular.
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