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O zwigzku pomiedzy metoda opératoréw statystycznyck
i réwnaniem Schriidingera dla ukladéw;nieodosobniouych.

Wstep

Zakladamy, ze réwnanie SChrifdingera z-ha,miltonia,hem niezaleznym

| - od czasu jest stuszne dla dowolnych ukladéw o‘dosobnionych. Stad nie

wynika jednak, aby bylo ono stuszne dla ukladéw, dla ktérych hamilto-
‘mnian zalezy od czasu. Uklad A z hamiltonianem zaleznym od czasu jest
ukladem wspéldzialajacym z innym ukladem B, tak ze oba uklady sta-

+ nowig uklad odosobniony majacy ha,m'iltonian‘niezalezlly od czasu. Scigle

biorac tylko la;czny ukiad jako caloé podlega réwnaniu Schrddingera,

. ale nasz uklad 4, choéby nawet mial w pierwszej chwili funkeje falows,

natychmiast ja traci pod wplywem wspéldziatania z ukladem B.
Postaramy sie jednak wykazaé, ze istniejg “takie przypadki, w kto-
rych — ujmujae zagadnienie chwilowo zupeknie ogéInikowo — mozna przez

- pewien czas opisywaé zachowanie si¢ vkladu A4 za pomoecy réwnanis

- Bchrédingera z ‘hamiltonianem zaleznym od czasu. Jezeli niezalezny od

czasu hamiltonian ukladu A odlagczonego od ukladu B oznaczymy
przez H,, to hamiltonian tego ,réwnania zastepezego“ bedzie iniat
ksztalt H,+ U(t), gdzie U(t) bedzie gralo role hamiltonianu zaburzenia,
zaleinego od szezegéléw struktury ukladéw A4 i B i od hamiltonianu
wepbldziatania (niezaleznego od czasu). ’ o '
W paragrafie 1 okreslimy oba uklady 4 i B, z ktérych jeden (A4) bedzie

_grat role ukladu badanego, a dregi (B) — ukladu zaburzajgcego. W para-
grafie 2 przypomnimy pojecia operatoréw statystycznych -dla stanéw

- ezystych i mieszanych. Nastepnie w paragrafie 3 przypommnimy zwigzek
* miedzy operatorem statystyeznym ukladu zlozonego a operatorami sta-

tystycznymi jego czedei oraz spos6b obliczania ns podstawie tych opera-
toréw statystyki pomiaréw wielke§ci fizycznyeh dla ukladéw czedcio-

. wych wedlug Londona i Bauera[1]. W paragrafie 4 obliczymy operatory
‘statystyczne dla vkladéw 4 i B zdefiniowanych w-paragrafie 1, po czym

W paragrafie 5 uwzglednimy dopiero zalozenia, ze uklad B jest ukladem

makroskopowym; nastepnie oszacujemy rzedy wielkodei " prawdopodo-

—

-
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‘bleﬁstw prze;écla kazdego Z ukladéw od stanow poczatkowych do do- .
wolnych stanéw energetycznych koncowych oraz wyznaczymy czas,
w ktérym mozna uwazaé, ze uklad makrogkopowy B nie zmienit swojego
stanu. W paragrafie 6 zajmiemy sie konstrukc]@ funkeji U(#) i wykazemy,
ze metoda perturbacji . zaleznych od czasu zastosowania do -réwnania
Schrodingera dla ukladu A z hamiltonianem H,+ U(#) daje w duzym
przyblizeniu te same prawdopodobieristwa przejécia, co §cista (w sengie
nierelatywistyeznej mechaniki kwantowej) metoda operatoréw staty-

stycznych. " : ’

§ 1. Okreslenie uklad(iw AiB

, Rozwazmy uklad zlozony z dwéch wspoldzialajacych czeéei A i B,

odosobniony jako calogé, ktéry wobee tego posiada funkcje falowsa i pod-
" lega réwnaniu Schrodingera  z hamiltonianem niezaleznym od ezasu.
Pozostajemy w obrebie mechaniki kwantowej nierelatywistycznej. Za--
16zmy, ze oba wspéldzialajgce uklady sa w chwili poczatkowej t=0
w stanach czystych, to znaczy,#e kaidy z nich posiada swoja funkeje
falowsy. Jest rzecza wiadoma, ze wskutek wspéldziatania oba uklady
przechodzg w stany zwane stanami mieszanymi, ktére nie moga byé
opisanie przez funkeje falowa, dla ktérych jednak da sie okredlié tzw:
operator statystyczny [2]. Za pomoca operatora statystycznego mozemy
obliczaé prawdopodobienistwa znalezienia okredlonych wartodei przy po-:
mlarze jakiejkolwiek wielkosci fizyeznej (w szezegélnosei energii), doko-
nanym na ukladzie, ktory znajduje si¢ w danym stanie (czystym lub mie-
szanym). Poniewaz, $cifle biorge, zaden z ukladéw czedciowych nie po-
siada dla ¢ >0 funkeji falowej, nie podlega on wiec réwnaniu Schrodm-
gera ani Zadnemu innemu réwnaniu rézniczkowemu.

Zalozmy terag, ze potencjal wspoldzialania poml@dzy oboma ukla-
~dami 4 i B jest maly wobeec energii kazdego z tych ukladéw z osobna
ize ]eden z vkladéw, np. B, mozna uwazaé za ,makroskopowy* (w sensie,
ktory blizej wyjasnimy w paragrafie 5) oraz, ze w chwili t=0 uklad 4
znajduje sie w jednym ze stanéw -wlasnych energii. Wykazemy (na przy-
kladzie dwéch wspéldziatajacych oscylatoréw harmonieznych), ze wtedy,
majac dany potencjal wspéldzialania pomiedzy ukladami, niezalezny od
czasu, mozemy skonstruowaé funkeje U(t) posiadajaca nastepujaca wia-
~ sncsé: Wstawiamy funkeje U(f) do réwnania Sehrodingera dla ukladu A4
jako zalezng od czasu energie zaburzajaca. Do réwnania tego stosujemy
metode perturbacji zaleznych od ezasu i obliczamy prawdopodobieristwa
Przejscia_ ukladu A ze stanu poczatkowego energii do innych sta-
néw energii; wéwezas w pewnym przedziale czasowym, ktéry oszacu-
jemy, otrzymamy w znacznym przyblizeniu te same prawdopodobien-
stwa przejscia, co obliczone metodg operatoréw statystyceznych. Mozemy
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wiec przy naszych ‘zaIOZema,Qh ‘ilwa,z‘a'é., Ze w czasie tym w d-uzym przy-
. blizeniu stan ukladu jest stanem ezystym i vklad ten podlega réwnanin
Schrodingera z hamiltonianem zaleznym od ezasu, bedacym sumg hamil-

tonianu ukladu A (po odlgezeniu go od vkladu B) oraz hamiltonianu za- -

burzenia, ktore pochodzi od makroskopowego ukladu B.

§ 2. Operatory statystyczne dla stanu czystego i stanp miesianego

O jakimkolwiek ukladzie opisanym przez funkcje falov:;a! ¥Y(x,t) podle-

gajacg réwnaniu Schrodingera méwimy, ze znajduje sie w stanie ezystym,
Zalozymy, ze funkeja falowa Jest znormalizowana, a wiec '

' (¥, 9)= [P*Pdr=1.

(Symbol z moze oznaczaé jedng lub wiecej wspélrzednych). -
Wiadomo, ze {rednia wartosé dowolnej wielkogci dynamicznej
W stanie opisanym przez funkeje ¥ dana jest wyrazeniem

(@)= (¥,6%) = [P+awa,

Funkeje ¥ mozna rozwinaé na szereg ortbnorma,lnych funkeji ()
‘tworzgeych uklad zupelny funkeyj, jak nastepuje:

. o P=Yolhpla). u » (1)
Wtedy wyrazenie na $rednia wartosé wielkogei G priyjmuje/postaé
(G)~= Z Giere!, o (2)
. ik °
gdzie S
! : G,-szzp,-*kadw. ) ¢

Wzér (2) mozna przedstawié w postaci sladu (trasy) iloczynu dwoch
- ‘macierzy Gy oraz ‘ * _

(PY)y=aict, (3)
4 mianowicie ’ ‘

(G):Tr(GP,‘,”’"). . o _ (4)

~ Macierz Py mozemy uwazaé za macierz operatora P, w ukladzie
funkeyj y.. Operator P, nazywamy operatorem statystycznym ukladu
- znajdujaeego si¢ w stanie czystym okreflonym przez funkecje falows . _

Wezmy teraz pod uwage uklad, ktéry nie moze by¢ opisany przez
funkeje falows, ale o ktérym wiemy, ze w chwili ¢ jego stan opisany jest
2 prawdopodobienstwem p, przez funkeje’ falowg ¥, z prawdopodobieri-
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stwem p, przez funkcje falows ¥, itd. O ukladzie takim méwimy, ze
znajduje sie w stanie mieszanym. Zachowanie si¢ takiegq ukladu nie -
moze byé opisane przez réwnanie Schrodingera ani przez Zzadne mne,'
réwnanie rézniczkowe. Mozna jednak uogélni¢ pojecie operatora staty- -
stycznego tak, aby wz6r (4) pozostal tez sluszny dla stanu mieszanego.

Z definicji stanu mieszanego wynika mianowicie od razu, Ze Srednia
warto§é dowolnej wielkodci jest réwna :

6)= XpiPIGY). | ®)

(Wyrazeme to mozna ewentua,lme uwazaé za czefé deﬁmcp stanu mie- T

szanego).
Rozwijajac teraz funkeje ¥; na szereg zupelny ortonormalnyeh funkcp
wlasnych dowolnego operatora F

pi= D oy, (@),
k .
= 2 p iZ ¢, Qcfd,,.
i kil

Whyprowadzajac teraz operator P za pomocy wzoru -

P=3pP,, - | .6y
i

otrzymujemy z (5)

- gdzie, jak widaé z (6),
(P )=, M

otrzymujemy'na wartosé s’redni@ wielkogel G wyraienie
(@ )—TT(GP) « (8

Operator P okreslony wzorem (6) nazywa,my opera.torem statystyez-
nym danego stanu mieszanego.

W wypadku stanu mieszanego znajomosé ukla,du jest, jak wiadomo,
zracznie bardziej ograniczon® niz dla stanu czystego ).

§3. Uklad zlozony z dwdch czeécl

Dany jest uklad zlozony z dwoch ezesci wspdldzialajgeych ze sob&.
Uklady czedciowe oznaczmy przez A i B, uklad lgczny przez A4-B.
Uklady A i B sg sprzezone dostatecznie slabo, tak aby mozna bylo méwié.
o wielkodciach fizycznych (np. energii) ukladéw A i B z osobna. Zalézmy,
ze uklad laczny jest pdosobniony i znajduje sie w stanie czystym. Jego-

1) ‘Zob. Londen i Bauer [1], str. 24.
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 funkeje falowa oznaczymy przez ¥(z,X,t), gdzie » s3 wspéhrzednymi.
ukladu A, natomiast X — wapéirzednymi vkladu B. I
Obierzmy dwa uklady zupelme funkeji ortonormalnyeh ¢, (2),®,(X).
- Funkeje o mozemy zawsze jak wiadomo napisaé w postaci szeregu
podwéjnego  °

92, X, 0)= Ynlpn@)d,(X). (9

Zatem, jak widaé z (3), macierz operatora statystycznego dla ukladu
4+B ma w ukiadzie funkeyj g,,®, postaé . ' ,

' ) . Pm#.m'ﬂ'(t)=fM#("')i:r’u'(t)- ) ‘ (10}

Aby obliczyé operatory statystyczne obu ukiadéw A i B z osobna,
bierzemy najpierw pod uwage dowolna wielkodé fizyczng F odnoszaca
si¢ do ukladu A4 i oznaczamy jak zwykle o '

(Pry For) =Fip.
Srednia warto$é wielkosei F w stanie ¢ jest réwna
(F>= ('P}F'I’)z 2 fmﬂfm’yme" ,
. mm’ .

Wyrazeniu temu mozemy nadaé. postaé

(F):Tr(f)ﬁ'), ' (11)-
gdzie - o
B == 3, 01, BT

jest macierza operatora statystycznego P w ukladzie funkeyj ¢;.
W podobny sposéb otrzymuje sie macierz operatora statystycznego-
ukladu B w ukladzie funkeyj &, ’

13@;1%‘.1’5’“) =315 OF . ). : (13).

. Z wzoréw (12) i (13) widaé, ze zaréwno uklad 4, jak i B znajduje sie
. W stanie mieszanym, pomimo ze uklad lgczny pozostaje w stanie czystym.

Na podstawie wyrazenia (12) mozna obliezyé dla ukladu 4 prawdo-
podobieristwo p,, znalezienia stanu ‘okreslonego funkejg falowa ¢,,. Po-
niewaz wspélezynniki rozwinigcia funkeji ¢,, na uklad funkeyj ¢; 83 réwne
Omiy, Wiee w ukladzie tunkeyj ¢; mamy . .

) :
(PE0)se= Bt Sy
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Macierz 0pemtora, statystyeznego dla ukladu 4 ma mec Wedlug (7 )

postad
-P.ik= 2.6;,',,(51",,
o : m
A

a wiec
' Py=p,  dla i=k=m,

& poza tym
A
Py=0,

Por6wnujac ten wynik z (12) \otr'zymujemy na szukane prawddpo-
dobienstwo wyrazenie

meZf;yfmw ' | ‘ (14)

" Analogiczne rozumowanie dla ukladu B ﬁa podstawie wzoru. (13)
daje na prawdopodobieristwo znalezienia . w mieszaninie stanu okreglo-
nego przez funkeje falows @, wyrazenie

,meﬂfM#' : " (15)

§ 4. Obliczenie operatoréw statystycznych ukladéw 4 i B

Musimy najpierw rozwigzaé¢ réwnanie Schrédingera dla uktadu lgez-
‘nego A--B. Stad wyniknie juz w prosty sposéb wyrazenie na operator
statystyczny ukladu A4-B. Za pomoca tego operatora sta.tystycznégo
- Obliczymy operatory statystyczne ukladéw 4 i B.

Wprowadzimy teraz nastepujace oznaczenia:

dla ukladu 4: wspélrzedne .-
hamiltonian — H,
wartodei wlasne operatora H, — i

funkeje ., =, Hy— ¢nm
dla ukladu B: wspélrzedne . B
- hamiltonian — Hp

wartosei wlasne operatora Hp — W,

‘ funkcje ” Hp — @
Zakladamy, ze potencjal wspéldzialania ma postaé

W, X)

traktu]emy A Jako w1e1koéc nieskoticzenie ma,la :
W paragrafie 1 zalozyliSmy, ze vkiad A znajduje sie w chW1h t=0
w jednym ze stanéw wlasnych energii. Jego funkeje falows dla ¢=0

N
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oznaczmy przez pw). Natcmiast co do nkladu B zalozyli$my, ze rlie’ musi
on znajdowaé sie w chwili Ppdezatkowej  w. jednym ze stanéw wlasnych
energii, ale jest w stanie czystym, Funkeje falowg w chwili =0 rozwi-

niemy na szereg funkeji ‘wlasnyeh energii ukladu B i napiszemy w postaci -

) Zcﬂéﬂ(xb

gdzie ¢, sa stalymi. W ten sposéb przygotowany jest grunt do tego, aby
uklad B byl poezatkowo w stanie opisanym przez ,pakiet stanéw energe-
tycznych”,

Funkcja falowa uk}é,du A-+B, \ktéra! oznaczyliSmy w paragrafie 3

przez &z, X,t), spelnia réwnanie Schrédingera z hamiltonianem nieza-

- leznym od czasu

(Hyd-Hpt V)@ — 'éta%ﬂp. (16)

' Réwnanie to rozwigzemy w pierwszym przyblizeniu przy zadanym
warunku poczatkowym ‘ '
O =¥, X,0)=p; Y 6, 0,(X). (17)
WprowadzZmy oznaczenia: "o : ' -
I:me:'“?m'}‘ﬁry, .
y]m.u(m! X) “—“f’m(“:)@u(x)’ . .
ﬁwmn':?i’m—?i’n) ﬁQHpZWM—W,,.

Ogdlne rozwigzanie réwnania (16) mozna napisaé — jak wiadomo —
W postaci ' ' ‘

W N, Wiy | - (18)
myu ‘

.gdzie ¢,, sg stalymi, ktére Wyznacza 8i¢ z warunku poczatkowego; W
i ¥, 83 wartodciami wilasnymi i funkejami wlasnymi réwnania

(HA‘!‘HB"‘V)Tmu:meSFm,u; 7 (19)

W celu obliczenia W,, oraz Vo W plerwszym  Przyblizeniu zasto-
sujemy metode perturbacji hiezaleinyeh od czasu. Zakladamy, ze ukiad
A+ B oraz vklady 4 i B sg niezwyrodniate. Wtedy z teorii perturbacji
otrzymamy ‘ R ‘

me = Wm,u + A.me,m,u

@,= W, _AZJ@T_% 1), (20)
ok W((n‘—me ’ .

'} 2’ oznacza sume po wazystkich (k,x)# (m,u).
k,x ) !

Mat., Fiz., Chem. zesz. 2 . i . . . ‘ 2
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l 7 . ’ WM# = !?pm,u - .a' - Vk"’m"

N Vims
. ﬁ-ku wkm+9?t,u -

' gdzie jak zwykle
| Vi f | dwdx¢;¢*v¢m¢

'/ kolel wyznaczymy Wspélczynmkl Cmy Z Warunku poczqtkowego

, Zcm V= (0),

' skéd .
Omn= [ fdde'P,‘,‘me(O). | : (22)

Podstamamc (A7) 1 (21) do (22) otrzymu]emy

- Vmp,ku . : .
=it~ }12 e B (23)

Podsta.ma.mc (21) i (23) do (18) otrzymu]em’y szukane rozwigzanie
réwnania Schrodmgera. W plerwszym przyblizeniu

. o, int A ’ an’m !}07 —;ﬁ’m' ' _gﬁ,h, o .

= ‘3“[ W TR gty el )]" @4

»

W pierwszej sumie skladajgcej sie z wyrazéw skolncezonych . figuruje
w wykiadniku W,,, w nastepnych sumach’ — tylko W,,, gdyz uwzglednie-
nie w nich W,,, daloby wyrazy proporcjonalne do A2, ktére zaniedbujemy.

Aby obliczyé teraz operator statystyczny dla ukladu A~ B, piszemy
szereg (24) w postaci (zob. § 3)

T(-’l}, X, t) :mey(t>§7mp(wix)'

Wspélczynmkl Fralt) mozemy jak wiadomo — obliczyé 28 Pomocy
WZOréw. .

)= [0 aZ . @)

Podstawiajac (24) do (25) otrzymujemy

i : io re
’EW‘{‘ 3 Y Vi =Wt =Wt

(49
B “ wki+9pv

fmu‘:cyamie 6mfc(9 —€ ‘ )7
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przy ezym ) oznacza sume po (k,»)+ (i, u), ezyli’
. ky ! .

) “dw.
fmm—c G

T -
dla.f-'myéi. , ,
Operé.tpr statystyczny dla ukladu A+B ma wige wg (10) postad
A5 -

B
Prum(1) = (8} f2:(2).

Wlemy juz z § 3, ze uklady 4.1 B znajduja sie (dla, { >0) w stanach
ieszanych.

' Dila ukladu A prawdopodoblenstwo znalezienia m- tego stanu Wla.snego
energii w mieszaninie jest réwne wedlug wzoru (14)

Pry= 120 (1) fml). . - (12)
“ )
‘Podsta.wia,jadc (26) do (12) otrzymé.my dla m#£14 -
o~ (27)
_‘EZ[ R Vi’;m.iv i(w'ﬁ-Q " ) : Vm,u ig -i(w,m+ ]
o= Zm“ ) e it 0, -
o S o%u

Aby doprowadzié to wyrazeme do postaci wygodnej do rachunkéw,
rozwazmy najpierw sume podwojng o, po » i po ¢ przy ustalonych iy my p
1 wprowadZmy oznaczenia . : .

a,=<wm;+9m)t, o (28)
Vm,u,l'v IR A iy, . ) ‘ Lo A
o O k,-f LA (29).

Wtedy rozwazana suma podyvéjiia przyjmie postaé
o= JH =) She~*-1) —ZZ koo gfoned — o o 4 1)

‘ Pomewaz, jak widaé z (12), q,, jest: rzeczywiste, wiec mozemy uwzgledmé
tylko czesé rzeczywmtep :

T =22]k,,kel (cos (a0, —ag+ o) — cds (ty+7e) —eos (og+ ?9,) + co8 ye,), (30)
vy 0 -

gdzie

Yor=Ve— Vv-
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-Po prostym przeksztalcemu czeém trygonometxyczne; wyraZema, (30)

- otrzymujemy
_42217; k ]cos( % y,_,,) sin & : " sin 32, (3.1)

Podstawmmc (28 (29) i (30) do (27) otrzymujemy wyrazeme na prawdo-
podobienistwo p..g

h Pm(t)-ﬁzzzzic ceHVrn.u wvmwe‘ €08 ( Vgt"" 7’9") ‘

V#.u 9##
SN Y0 +20)t S Y0+ D,0)t
%(wmi +£2,) %(wmi +‘Qﬂ9)

Poniewaz zalozyliémy, ze oba uklady A4 i B majy niezwyrodniale
stany energetyczne, mozemy te stany przyporzagdkowaé sobie w sposéb
jedno-jednoznaczny. Po dokonaniu- takiego przyporzadkowania mozemy
stany energetyczne kazdego ukladu numerowaé¢ wskaznikami zaréwno
lacifiskimi, jak i greckimi.

Wezmy pod uwage uklad A+B w chwili t=0. Wzor (17) mozemy

napisa¢ w postaci
W(O):Zcﬂémii’pm@m

skad na mocy (24) " ' o Ty
fM.u(O) = cuami ’

. (82)

fu(0)=c¢,, - (33)
Frd0)=0 il '
Uklad B znajdowal si¢ w ehwili t=0 w stanie czystym okreglonym

przez funkeje falowa e, (D Gdyby nie bylo wspoldzmla,ma z ukladem A4,
jego funkcja falowa mlalaby postaé

 Nes,(x)e
Prawdopodobienistwo zmierzenia u-tego stanu energetycznego byloby
wtedy réwne |c,°. Z wzoréw (34) i (26) wynika, ze

el = £ 0l 0) = k) — Fult)-

Dla t >0 uklad B przechodzi do stanu mieszanego. Prawdopodobien-
stwo znalezienia m- tego stanu energii w stanie mleszanym jest Wedlug (15)
réwne

D Tom () fam (0)-




- Zatem przyrost prawdopodobienstwa zmierzenia afftego stanu energii
ukladu B na skutek wspéldzialania z ukladem A jest réwny -

(AP)w= X fom Hfrm(t) — lomf= D Tim D) fim () — i) fim(0);  (34)
a wiee szukany przjrosﬁ jest réwny
Pou(t)= fin ) fom (). (35)
) n;f o '

~Analogiczny rachunek jak przy obliezeniu Pm daje nam

AT ‘ Q, '
(Ap)m(t) ':ﬁZZZlcvogl IVnm,wanm,igl cog8 (?ﬂ t+ ‘,Vw) *
n v e

n#EL vFEp eFu
.Sin %(wm‘_i"gmv)t . sin .}((Dni—*—gm,)t
% (wni+QMﬁ) é(wni +qu)

(36)

§s. Przypadek,' gdy uklad B jest makroskopowy

- Dotad oba uklady wyrézniaty sie tylko stanem w chwili poezatkowe;j.
Dla naszego zagadnienia potrzebny jest jednak taki uklad B, ktéry dziala
na uklad 4, ale sam nie doznaje na sobie, przyna,jmniej przez pewien
czas, dostrzegalnych skutkow dzialania ukladu 4. Dlatego uklad B przyj-
mujemy jako makroskopowy, to jest taki, dla ktérego wyniki teorii
kwantowej i klasycznej sa praktycznie nieodréznialne. Dla ustalenia
uwagi zalozymy, ze uklad B jest w chwili =0 oscylatorem harmoniez-
nym jednowymiarowym, jego funkcja w chwili {=0 przedstawia jedno-
wymiarowy pakiet Y e.D,. Zakladamy wiec wedlug Schrédingera [3], ze

# @*MQ
(@M 1 Tm
”“( 7 ) Vot
gdzie a jest amplitudy drgan pakietu (jako catosei), 2 — jego czestoseig,
- M — jego masy. Gdyby uklad B byt izolowany, stan jego, jak wykazal
Schrodinger, przedstawialby pakiet nie rozpltywajacy sie. '
Wyrazenie (37) mozemy napisaé w postaci -

(37)

/2 "g.
C, ':l/—;!. e y (38)
gdzie , .
- 1 M2
2 .

¢ przedstawia stosunek energii oscylatora do odstepuApozioméw energe-
tycznych oscylatora skwantowanego.
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Aby uklad B. &zna bylo uwazaé za makmskop()Wy, mummy zalozyé
ex>1. SR

3

Ziiusti'uje‘ nam to _na.stepujqcy przyklad: dla

M=10"2g, Q= 108 = 1

N : . sek’
otrzymamy ' .
‘ . e~ 10%,.

Zbadajmy teraz funkcje , S :
: ‘ . W2 s : : B
G=f)=-ei &
¥ !
oraz
vie

' -
Cv%:f(vaé’)='/v,—_,3

Wiadomo, ze funkc]a f®) posmda dla duzych ¢ maksimum dla v=e.
Aby zbadaé przebieg tej funkeji w poblizu’ ma.kmmum, zastosu]emy wzdr
Stirlinga .
=92z e
i otrzymamy ‘
e 2 lne—toy+1)

F=2—¢
Vi

- Wartosé maksymalna funkeji jest réwna

o1
f(é‘):“;—_—_-
4 i R . A ]/27:'
Napiszmy » jako sume - o
‘ y=¢49;

wtedy funkeja f(») przyjmuje postaé

g &t (.9
foy=feye 2 )

Jak dhuigo mozemy zaniedbaé 62 wobec & mamy

f()~f(e).

Wartodci funkeji lezg wtedy w poblizu wartodei maksymahe] Dla takich 4,
~ dla ktérych nie moina zaniedbaé 6 wobec g, wartosci funkeji f(e+9)

S

LR
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. sa bardzo male wobec wartoei maksymalnej. Dla
’}'1,2=68 ’
tj. dla ‘ o
- , d=£V2,
fimkcja f(») posiada punkty przegiecia, przy ezym

f(”l,s)='éf(8‘-'
* Szeroko§é przedzialu pomiedzy punktami przegiééia. jest réwna
o B / :
1/ )=2y2.

Funkc]a. f(a:,@) osuyga maksimum dla v=g=¢, przy czym

—s(e

f(ese)"—"m- .

Jezeli podobnie jak przedtem napiszemy
7 ”#5+617 e=¢+0s,
to :

dl 8+51l (1+5l) 's_l__.B_‘l'_a:ln (l+6—')
2 2

; fr,0)=f(e,5)e * * ‘e el (40
Jak dlugo mozemy zaniedbaé 63 1 53 wobec & mamy ' ‘
i( 19)N.f (gy¢).

Jezeli nie moZemy zaniedbad i 63 wobec &, wartodci funke]l f(v,@) s&
bardzo male wobec wartosei maksymalnej. Bedziemy wmc aproksymowaé
funkeje f(v,p) przez fupkeje :

Mw@=f= , [ (41)
. ]/27!: . -

wewnatrz kola o érodku (e,¢) i promieniu )2, poza tym
| g(v,0)=0. . R )

Powierzchnia obszaru, gdzie g(v,e)4=0, wynosi A2=2x.-

" Przystgpimy. teraz do oszacowania wyrazeri (32) i (36) na pmg oraz
(4P),. Z przeprowadzonej dyskusji wlasnodei funkeji ¢,¢, wynika, Ze
w przypadku makroskopowego oscylatora B pozostale funkcje ‘wskazni-
k6w v i o opréez c,c, mozemy uwazaé.za powoli zmienne, tak ze funkcje
 te mozemy zastapié przez ich wartodei dla » i o réwnych ¢ Funkeje zas ¢,0,

;
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‘apro'ksymujemy_ przez g(v,o). Wtedy otrzymamy z (32)

Sin? 4 (@ + Q) o N
Pniy ~ V27 hzZle,, l® ’;mi Toe (43)

Zwykle |V,n,.|* jest powoli zmienng funkeja swoich wskaznikéw, tak
ze mozemy napisaé

sin? (w,,,,—i—!)s)t
Pm(i)’*‘l/2”h3| mouowlz ZJmH— s): ’ | (44)

gdzie mq, p sq pewnyml ustalonyml Wartoéclaml wskaznikéw m, u.

Podobme 0
,;, " ' ’ Sln f( Dpni + ma)t .
Pm ~ V27t ﬁ]Vmop.,isF"Z‘ }(w"i_*_ Qmejz . (45)

na#i

Sumy Wystegpumce w (44) i (45) mozemy teraz przedstaw1é Za PoMmocy
catek

sin? l(wmi+ s)t__ sin? %(wmi"‘!‘ "‘Q)t ~
) 3

I(wrm +Q#8} %( WD pmi + 7‘*9)2 .
Tgin® L - Q) 2 [ sintut .
~/ ontosg “=n | u . (46)
- — 2 (Zo—wpy ’

Poniewaz uklad A jest vkladem mikroskopowym, B za§ makrosko-
powym, przeto o>, Pomimo to, gdy e jest dostatecznie duze (co
mozemy osiggnaé biorae oscylator B o dostatecznie duzej masie M),
mozemy zaniedbaé w.; wobec e i zastapié dolng granice ostatniej cafki
przez —3Qe. Aby otrzymaé prawdopodobieristwo proporcjonalne do czasu,
nalezy zastapié dolng graniece ostatniej calki przez — oo. Mozna to uczynié

‘w.znacznym przyblizeniu, jezeli granica ta jest mniejsza niz pierwsze

ujemne miejsce zerowe funkeji podeatkowej, a wiee gdy

N » B 1 T
o }.— 39 >
ezyli dla
tl 27
oy
Jezeli oznaczymy ' 4
: 2z & ol
1_.98 WB ‘
gdzie Wp jest klasyczng energia oscyla,tora B, to dla
- ' t>t \ , (46')

' ‘moZemy za,stadné doln@ gramce ostatniej calki przez — oo,
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Wtedy

8=2

A

- OTazZ

P Ok 2V§£§£IV 1] lz i

mq; 4 A2 Mglig,le Q . ‘
Poniewaz chodzi nam tutaj tylko o rzad wielkogci, zasta.pimy V2a° przez 10
i otrzymamy woéwezas ‘ i

- 2 t
Py ~ 10 ﬁ.le,u.,ﬁIz@. - (47)

Zalézmy réwniez, ze uklad A jest ‘oscylatorem (ale mikroskopowym)
i wezmy pod uwage sume ‘

. \ M2 1 . - in2
S:.Esm .,(w,.,-}—.{)m)t: \ 18102 {(wl+ Q,,,)1
ngi

Hont 0nF T ot 2
- =0

- %(—%w+ﬂme) o0 : ) +o0

Nl( f : f )sin2ut 2fsin2'ut .2

~ E + ut <w e —du ——'a—) t.
H@me—we) (3wt 2me) - —00

Wtedy
pLI

(AP)n <10 25 |Vomse] - (48}

Biorae stosunek obu prawdepodobiefstw widzimy, ze
| 4P, _o |
. P m(i) w )

(49).

Jezeli uklad 4 jest mikroskopowy, B makroskopowy, to w> 2, a przeto:_ ‘
(AP )m < pm(i)
dla kazdego m. -
Zatem prawdopodobiefistwo przejécia ukladu B do stanu mieszanego.
jest duzo mniejsze niz prawdopodobietstwo zmierzenia dla ukladu A4
innego stanu energii niz poczatkowy. '
W przedziale czasowym, w ktérym
Pnp<l,
jest dzigki (49) w jeszeze wyzszym stopniu
(AP)u<l. (50)

Mozemy wiec uwazaé, ze w tym przedzié,le czasowym uklad makrosko-
powy B pozostaje jeszcze ciggle w stanie czystym, zadanym w chwili
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poezgtkowej i praktyeznie nie zaburzonym przez ukiad A. Osza'cuj‘e'my
ten przedzial czasowy. '
Z (48) i (b0) wynika; Ze
N 1042
| ’ - ~-Es_| i _Q
a wiee . -
LRV il
Jezeli wigc obierzemy 7' spehiajace nieréwnosé:
: g

L P<tomw, P
to dla C
' t<t<T L (B1)
mozna uwazaé, ze uklad B nie zmienil stanu.

C 7 (46') i (B1) widaé, ze Wamnek stosowalnogei metody operatoréow

statystycznyeh
heT

Ima w rozwazanym przez nas przykladzie postaé

LWs

| Mi < 10 IViﬂu.uoiel2

i moze byé spehuony, gdy sprzeZeme ukladow 41 B jest dostatecznie
sla.be

§ 6. Konstrukcja funkeji U(t)

W paragrafie tym wykazemy, ze zachowanie sie ukladu A w okresie
czasu (51), chociaz uklad ten znajduje si¢ pod wyrainym wplywem .
uklagdu B, moze by¢ opisane przez stan czysty, podlegag%y pewnemu
réwnaniu Schrodmgera w tym celu skonstmu;emy najpierw funk03e U(t),
o ktérej byla mowa w paragrafie 1. Ograniczymy sie do chwil t,<t<T,
kiedy mozemy uwazaé, ze uklad ma.kroskopowy B nie zmienit stanu
i okreslony jest przez pakiet -

B

, x é(x) ;_iﬁ,vt
§———— e
Vel

V=] AXPVD,
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oraz .
UJty=42 jc‘, Vl" e—i9ur,

v
v#y

. Funkeje U(1) deﬁmu]emy jako sume funkeyj o
U(t) ZU t)—ﬂ.zzc,V e—tﬁwr . Ak (52).
v#.u

Zagadmeme stawiamy tu jak zazwyczaj przy obhczamu wspolczyn-
nikéw emisji i absorpeji Einsteina, gdzie przyjmuje sie ,promieniowanie
naturalne“. Rozwazymy mianowicie réwnanie Schrodingera dla ukladu 4,

~w ktérym potencjalem-zaburzajacym zalezny‘m od czasu jest ]eden ze
‘skladnikéw sumy (52) : :

(Ha+U)yp(z, PR atw(m 1)

i rozwigzemy je metoda perturbacji zaleinych od czasu, iak}adajac, zé

dla t=0 uklad A znajduje si¢ w i-tym stanie energii.-Amplituda prawdo-

podobienstwa przejscia ze sta.nu'i do stanu m jest réwna’ :
A .

a(.)(t) ( Umie™ ™t

gdzie : : - -
NUAMES }.ch [dagaV e
‘ v
czyli ” | |
N U.u)mi = 120,6“’9"”'1/',,.,,,1,,,
-3 -

skad

+2 )f
fn()n_—f 20” I

Po scalkowaniu otrzymu]emy

A \. i@
V= gy 2 OV (™m0 1),

14
r¥Ep

Przyczynek do prawdopodobleﬁstwa prze]écla pochodz@cy od poten-
cjalu U, jest réwny, ‘

V»m iv V musio
h”"(")l hzzzov ce(wm; + -ny) (wm1 + ‘Q.UQ)

r## E#ﬂ -
‘(6 i.Q of . l(wm|+9”,)! e_‘(mmi_’,p 9)'+ 1) ) (53)

1
Wy T 1 )
Opmi +\Q uv
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Sumujac wszystkie przyczynki (53) pochodzace od wszystkich p otrzy-
mujemy na prawdopodobienstwo przejécla. ukladu 4 ze stanu 4 do stanu m
wyrazeme »

II;p= Z = Z 2 Z 6% (Omi —i—V;?"::)’(IZ:",:!:- D)

"‘r‘,u 9##

_(e—mg,,x_ez(wm,}nm,)r_e—i(mmiq-npe)g_i_.l), - | (54)

pr.y zaldigniu (spelnionym dla ¢ <t<T z duzym przybliZeniem): e
stan ukladu B przedstawiony jest przez pakiet (51).
- Poréwnujac wyrazenia (32) i (54) widzimy, ze

T =Pmg)-

Zatem dla t;<t<<T prawdopodobienstwo przejicia obliczone metods
operator6w statystycznych jest réwne przyblizenemu prawdopodobien-
stwu obliczonemu meteda perturbacji zalcznych od crasu, ¥dzie roz-
patruje sie nklad A jako bedacy w stanie czystym.

Mozemy wiec w przedziale (1,,T) uwazaé¢ ze znaeznym przybllzemem
stan vkladu A jako stan czysty, ktérego funkeja falowa spelnia réwnanie
Schrodingera z hamiltonianem bedacym sumg wyrazun niezaleznego od
ezasu H, oraz zaleznego od czasu U(l); drugi wyraz pochodzi od dzialania
ukladu makroskopowego B. Wykazanie tego bylo celem naszych roz-
wazan.

Na zakonczenie skladam podziekowanie prof. J. Weyssenhoffowi za
wskazanie zagadnienia oraz cenne dyskusje.

Katedra Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu J aglellonsklego w Krakowie
Otrzymano 10 czerwca 1954 1,
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- PE3IOME

O ceaszu mewcdy memodom cmamucmudeckus onepamopos wu -ypasweruesm Illpe-
dumzepa 0a8 HEUIOAUPOEAHHHIL CUCTIEM

IloXoKEM, 9TO AT H30THPOBIHMHEIX CHCTeM HBISeTcS CIpPABEJIMBHM YDABHEHHE:
Idpexmarepa ¢ HeSaBHCAMEM OT BpeMeHH TIaMAXSTOHHAHOM. OZHAKO OTCHAA He-
clIegyeT, 9ro ypasHeEde II[pegwnrepa SBISeTCH HPABAJGHEIM JISA CECTEM € FAMHIbL-




-

Zwigrek pomi@dzg} metodq operatoréw statyst. i réwn. Schodingéra .29

TOHHAHOM, 3aBACAIIM 0T Bpeveru. 6o kamayw cacTemy A ¢ raMATbTONHAHOM 38R~
CHIEM OT BpeMeHH MORHO CYHTATE CHCTEMOi, co,u;éﬁctmymmeﬁ € Apyroit cuereMo#t B
H ofpasywmett ¢ 5To#t CECTeMo#f -H30XEPOBAHHYD cucreMy A B, ¢ He3aBACAIIEM
OT BpEeMeHH TaMAIbTOHBAHOM. ‘ ‘

YToYHEE — TONBKO M30IMpOBaHHAS cucTeMa A--B wumeer BOJNHOBY® (HyHE-
T, MOAYRAEEEYH ypasHeHHL Illpeamarepa. Keam-6m mut mame TPEATOTOKAAN,
9r0 TapumalbHag cucrema A mMeer fpu ¢=0 cBon BOIHOBYH (YHKIHI, TO 5Ta
¢yHENES OpLIa OB YTpaueHa B. CAIY B3amMofeHcTEMH ¢ cHeTeMoHt B.

 Ogmako, ecInm MEl MOXOKHM, YTO: ;
1) cacrema B MOEeT cYMTATHCA 5 MaKDOCKOIAYeCcKOi ™,

2) HO saBHeAMAad OT BpeMEHH OSHEPrHS B3AUMOZCHCTBHS SBISETCH HeSHAUM- .
TeIbHOR [0 CPABHEHHD ¢ HHeprueft Kamiol orieanmoft CHCTEMH,

3) cHmcreMa A HaxoJETCH IePBOHAYAILHO B OJHOM H3 COOCTBEHHEHIX COCTOSHRAM
dHeprum, »

4) cucremsr A w B wocxe pasjeleHE ABAANTCH I'APMOHMYHEIME  OCIHUIIL-
FOpaMHd * ‘ . ) o

—— TO MOXKEM IOKa3aTh, YTO MOEHO MOCTPOMTE (YHKNHKD BpeMeHH U() co cxe-
AYRIMAM CBOHCTBOM : . .

Berasus U(t) B ypasmenume Illpegunrepa A1d cmeTeMmsr A m BEIIACIHB (I0-
GPEACTBOM MeTONa Nepryplanuil 3aBHCHMEIX 0T BpeMeHn) paBRonoio6ue mepexoia
B3 TEPBOHAYAIEHOI0 COCTOSHAS B JPYrae COCTOSHHSH, MLl HOIydaeM — ¢ GOIBINEM
HpuOINKEHHEM — TaKHe e pe3YABTATH, KagWe OBLIE BEIYHCICHEL METOZOM CTa-
THCTHYECENX ONEpaTopoBR AIA COTeHCTBYWIMUX cHETeM. DTo Ipu6ImKeHde CIpaBe]-
JUBO B H3BECTHOM, IOAJAKINEMCA ONPEJeNEHAI0 IPOMEKYTEe BpeMems. N

Hrax, cmcrema A Begdr ce6s B HToM IPOMEKYTK® BpEMEHH TaK, KAE OYATo-
GLI OHA HMeIa CBOW BOIHOBYD (YHEIED, BEITOIEIONMYH YpaBHeHHE IlTpexnrrepa
¢ TAMUIBTOHWAHOM, 3aBHCUMEIM 0T BpeMEHH.

SUMMARY

On the Connection between the Method of Statistical Operators and the
Schrodinger Equation for 'No'n-Isolated Systems

The validity of the Schrodinger equation with time-independent hamil-
tonian for any isolated system is assumed. But it does not follow that -
the Schrodinger equation iz valid for systems with time-dependent
hamiltonians. Each system A with a time-dependent hamiltonian may
be considered as a system interacting with another system B and forming -
together with B an isolated system A4-+B with a timé-independent
hamiltonian. Strictly speaking only the total system A--B possesses its
individual wave function described by a Schrodinger equation. The partial
system A though it is assumed to have at t =0 its individual wave fune-

tion, loses it through the interaction with B. \




30 T ."\""»Bﬁﬂictawﬂmdnwwa"

But if we assume that.

1) we may consider- system B as a ,macroscopic‘ one

2) the time independent interaction energy is small in companson'
with the energuas or each of the systems separately, ‘

3) system A4 is initially in one of its eigenstates of energy,

4) systems, A and B when separated are harmonieal oseillators — -
- then we can show that it is possible. to- construct a fa&m&m oi time U{ty: -
. having the following property: _

Inserting U (t} into the Schrodinger equa,tlon for system A as pertur-
bation energy and calculating (by the method of perturbations involving
the time) transition probabilities from the initial energy state to other
states we get in good approximation the same results as those calculated
by the method of statistical operators for interacting systems. This ap-
proximation is valid at least for a certain time interval which is evaluated.’

Therefore in this time interval system A behaves so as if it had an
individual wave function obeying a Schrodinger equation mth a time-
dependent hamiltonian.




