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A MATEMATIKATI ANALIZIS OKTATASA SORAN TAPASZTALT
PROBLEMAKROL ES HIBAKROL TI.

Rados Mihdly (Eger, Hungary)

Abstract. Those problems are illustrated which are studied in the first part of this paper
Acta Acad. Paed. Agriensis, Sectio Mathematicae 26, 1999. 115-120.) with some typical mistakes
g

[9]-

1. Bevezetés

A cimben és az absztraktban jelzett problémakor kimerithetetlen, a teljes
feldolgozas lehetetlen, mivel didkjaink leleményessége ezen a téren nem ismer
korlatokat. Célunk csak az lehet, hogy egy kis , gyomlalast” végezve a hibak kozott,
vildgosabban lassuk, mi van még hitra. Nekiink, taniroknak ligyelniink kell arra is,
hogy ha a hibdkat a hallgaték elétt nyomatékosan ismertetjiik, nehogy ezen hibdk
bevésésének megerdsitését eredményezze!

A feladatok és megoldasok sordn a kitiizott 16 cél kiemelése érdekében sokszor
eltekintiink példaul a fiiggvények preciz megaddsatdl, a fliggvény és fiiggvényérték
(f, lletve f(x)) kivetkezetes megkiilonboztetésétdl, vagy annak vizsgilatdtol, hogy
a kijelolt mivelet mely halmazon, intervallumon végezheto el.

2. Primitiv hibdk, durva tévedések

Ezeket meg sem kellene emliteni, ha nem fordulndnak el§, mert nem az
dltalanos iskolara, hanem szinte az alsé tagozatra vonatkoztathatdk:

— egyenlStlenségek szorzdsa negativ szdmmal, reciprok képzése;
— koz6s nevezdre hozds (1);

— tOrt osztdsa egész szadmmal, osztds torttel;

— a hatvinyozds azonossigai stb.

Egyes hallgatdk vagy abszolit képzetlenségiik vagy teljes feliiletességiik miatt
kévetik el ezeket a nem elnézhetd hanyagsigokat, de erGsen kétséges, hogy lesz-e
belSliikk matematika szakos tandr!
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3. Elemi hibdk

3.1. Fiiggvények paritdsa

Ha elhangzik a tandari kérdés: ,,Amennyiben egy fliggvény nem paros, ekkor
paritds szempontjabdl milyen?” — sokszor jon automatikusan a vdlasz: ,akkor
paratlan”! Elég kénny( rdvezetni &ket, hogy vannak se nem péros, se nem paratlan
fiiggvények. Példaul:

f(x) =2+ 5 +7

g(z):=¢€°

h(z):=sinx + cos x
(

A logaritmusfiiggvény példaul negativ wvalés szdmokra és x = (-ra nincs
18 értelmezve. Most kovetkezhet az Osszetett fiiggvényekkel valé bonyolitds, s ez
visszavezet a definicid alkalmazasdnak sziikségességére.

(a) f(z):=In(z? + V22 +1); Dy = R péros vagy paratlan? f(—x) = f(z), tehét
paros!
(b) f(x):=ln(x + Va?+ 1) piros vagy paratlan?
Megoldés: f(—x) = In(—2 + Va?+1) = In (\\Zz—% W+ l4x) =
In (M) = —In(z + Va2 + 1) = —f(x) Tehdt a fiiggvény paratlan! Megje-

Vrit+lte
gyezziik, hogy ez a fiiggvény az area sinus hiperbolicus fiiggvény.

(¢) Bizonyitsuk be, hogy minden fliggvény, amely egy O-ra szimmetrikus inter-
vallumon van értelmezve, megadhaté egy péros és egy paratlan fliggvény
Osszegeként!

Megoldés: f:I — R, f(x):= f(x)+2f(—f) + f(x)—zf(—x)‘

Legyen ¢(z):= W és (x):= W Mivel ¢ péros, v paratlan, ezért
igaz az allités.

3.2. Tortek

Feladat: Egy tort értéke novekszik vagy cstkken, ha szamldléjdhoz és nevezd-
jéhez ugyanazt az a € RT szdmot hozzdadjuk?

Megoldas: A hallgatok univerzdlis vilaszt akarnak megfogalmazni azonnal,
pedig itt egy diszkussziéra van sziikség!

Legyen az adott tort: f]—’, ahol p,q € Z; ¢ # 0,9 # —a. Vizsgéljuk a tort értékének

5 teét) e _p _ alg—p) pta P
névekedését! ta T 0T qta) > 0, azaz ita 0

(a) ha ¢ > 0és ¢ > p.
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(8) hap<q< —a.
(v) ha —a<g¢<0és g <p.
Megjegyzés: a = l-re (v) nem teljesiilhet. Hasonldéan kivilaszthatd, hogy mikor

cstkken a tort értéke.

3. Feladat: Abrézoljuk a Descartes-féle deréksz6gi koordinadtarendszerben a
kévetkez§ sikgbrbét:
z]+ [yl =10, @z, yeR

Megoldas: sokszor Otletszertien dbrazolnak alakzatokat, nem tudatos az abszolut-
érték jelének elhagydsa siknegyedeként!

A megoldas:

4. Feladat: Mennyi az f(x):=x? fiiggvény gdrbéje és az z-tengely kdzotti
sikidom teriilete a [0, a] mtervallumon? ¢ € R*

a
Nyilvan: T' = {xzdx = %3. Eshaa =3 cm? T = % cm3; Ezt a problémét

szokds dimenziondlis csapddnak is nevezni; az integral csak egy valds szamot ad
eredményiil. Péld4ul

K 6
1
/x5dx:% T:6~36~cm6
0

lenne az eredmény?
5. Feladat: Elemezziik az aldbbi fiiggvénysorozat konvergencidjat!

x
T 14 n2x2

fal(x): Dy =1[0,1], neN
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A hallgaték nehezen tesznek kiilonbséget a pontbeli, mtervallumon pontonkénti,
illetve az egyenletes konvergencia kozott!

Megoldas:
(&) Nyilvén: nli_{r;o falz) = nli_{r;o T =0 gy [ 0,1] =R, f(x)=0.

x _ x < z 1
1+ n222 T 140222 T n222 0 nlz
Vizsgéljuk a kiiszébszdmot!

1
T—o‘q, x#0, ceR"
n<x

1
>/ —— = N,
n - (e,2)
(8) Tehét ez a konvergencia teljesiil, f,,(x) — f(x) = 0 pontonként.
Nem teljesiil-e az egyenletes konvergencia is?!
0< fo(z) = & - 14—2:2xx2 < 5=, mivel (nz — 1) > 0. Ezzel fn(z) — 0 < ¢, ha

n > N(e). Osszefoglalva: lim f,(x) = f(r) egyenletesen konvergens, ahol f(x) =
0 V& €[0,1] esetén.

4, Differencialszamitas

Nem foglakozunk azokkal a hibakkal, amelyekben a hallgaték nem tudjik az
elemi fliggvények derivaltjait, illetve hanyaveti médon alkalmazzik a megismert
derivaldsi szabdlyokat. Tipikus esetként megemlitjiik, hogy gyakran Osszetévesztik
a hatvanyfiiggvény és az exponencidlis fiiggvény fogalmat, ebbdl eredGen ezek
derivdlasit! Egy példa csak erre:

fiRY — R, flz):=5"%

Hibas megoldas:

f(z) =2z 52—t

J6 megoldas:

. ) 1
f:RY — R, f(a:):51“2x~1n5~2—~2.

X
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Kiilon kiemelheti a tandr, hogy a derivaldst ezzel befejeztiik, de célszerd a
derivalt fiiggvény értékét a lehetd legegyszertibb alakban felirni. Egy példa erre:

1

JR—R, flo):=r+ s

1— 2z

T /. W S
F@) =t o 1y T

1. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvény derivilt fiiggvényét!

1—=, ha —co <2 <1
FR—R, flz):=¢ (1—-2)2—=2), hal<z<2
—(2 — ), ha 2 < # < 40

Megoldas: Nyilvén, a probléma az & = 1 és x = 2 helyeken van, sok a tanicstalan-
sag.

f1) =0=f(2)
)= o 120
n]—l}lIlO r—1 _nLl—O r—1 =-1=71
. — f(1 . 1-— 2 — -0 ;

Tehat Wtezik f (1), é f (1) = —1. Hasonldan belathaté, hogy f (2) = 1. gy

, , -1, ha z < 1
f :R— R, f(x)::{2x—3, hal<z<2
1, ha 2 <z

[4]-95.0.
A tandrnak kiilon ki kell térnie a kovetkez6 kérdések tisztazasara:
— folytonos-e a fiiggvény;
— derivalhaté-e a fiiggvény (hol);
— a derivélt fiiggvény folytonos-e (hol)?

2. A formalizmus veszélyére figyelmeztet példaul a kivetkez6 feladat:

fx):=h (m ! ) .

1+ 22

Mivel egyenld f (2)?
A képzelt megoldas, amelyik hibés:
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/ 1 -2
f(l‘)za'(l‘i‘l‘z)'ﬁ

/' az x = 0 kivételével mindeniitt (R \ {0}) értelmezhetd, viszont D =0

3. Egy érdekes feladat (Eulertd] szdrmazik): Melyik a nagyobb: e™ vagy 7?7
A hallgaték nem tudjak, hogy matematikai rutin ismereteikhez hogyan kap-
csoljdk ezt a kérdést.

Megoldas:
f:(0,400) — R, f(r):=x—¢-lnx
fle)=0
fy=1-2="
F'@ ==

Mivel f" (z) > 0, ezért 1 novekvé! f’ (e)=0

Ha 0<ae<e f(x)
e< f (x) > 0 tehat f ekkor névekvd:
f(x) > fle), azaz # —e-Inx >0
ha xr=n T—e-Inm>0

T > Inn
e™ > ¢ a védlasz!

M4ér dicséretet érdemel az, aki zsebszdmolégépével megvizsgélja a kozelit
értékeket:
e" ~ 23,1406,

7° = 22,4591  (Aristo M 85.)
Ok is érzik azonban, hogy ez nem teljes megoldas, sziikség van a fenti bizonyitésra.

4. Feladat: A T = 4 egység teriiletl téglalapok koziil melyiknek a legkisebb a
keriilete?
Megoldas:

z > 0, % > 0. A keriilet: k(z) =2 - (a:—i— %)
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A fiiggvénydiszkusszid segitségével konnyl eldonteni, hogy ennek a fiiggvény-
nek az = 2 értéknél van minimuma, azaz ha a téglalap négyzet.

A kiegészit§ kérdéseknél keriilnek zavarba a hallgatok: — Es melyiknek a kerii-
lete a legnagyobb? Kiilonb6z8, bar részigazsigokat tartalmazé valaszok hangzanak
el: .nem tudom megillapitani”, ,bizonytalan”, ,akarmi lehet”, stb. Nem vildgos
elttiik, hogy a feladatot, a problémdt megoldottam, ha azt mondom, hogy ,nincs
ilyen téglalap”, azaz a megoldds az, hogy nincs megoldds!

Segit a megértésben az, ha dbrdzoljuk az y = k(z) stkgdérbét a koordindtarend-
szerben, vagy ha elemezziik a fiiggvény hatarértékét:

4
Lm 2(1‘—1——):—1—0@
x

r—040

4
lim 2 (x + —) = 400
r—400 x

mivel a fiiggvény folytonos a (0, +o0)-on.

7”7

5. A fliggvények szélséértékeinek derivalas segitségével t6rténé meghataroza-
sakor félreértés miatt érdekes problémaédval taldlkozott egy didk.

Feladat: Két, egymadsra mer8leges egyenesen egymas felé mozog egy-egy pont.
Indulaskor az elsé ,,a”, a masodik ,,b” tavolsidgra van a két egyenes O metszéspont-
jatol. Az els6 vy = 307, a méasodik vy = 507 egyenletes sebességgel halad. Mely
id&pillanatban lesznek a legkozelebb egymashoz?

Megoldéds: (a) Ha a tdvolsdgot az egyenesek mentén értjiik, a kovetkezd
eredményre jutunk.

() ¢ id6 nuilva a tdvolsig:

y:=f(t) =(a—30t) + (b —50t) = a+ b — 80t

i

F () =—80

Mivel f’ (t) # 0, a fiiggvénynek nincs szélsGértékel!(?)
(8) Tételezziik fel, hogy = > =5 & <t < %. Ha a masodik (b-b6l) mér
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athaladt O-n, az els6 még nem, akkor a kézottiik 1év6 tavolsag ¢ id6 nilva:
y:=g() =50t —b+a—30t =20t +a—b.

Mivel gl(t) =20 # 0, ekkor sem lehet szélsdértéke a fiiggvénynek!(?)
(y) Ha mindkét pont dthaladt az O ponton (t > %), a kozottiik 16vE tavolsag:

y:=h(t) =50t —b+30t —a=80t —a—"b

b (t) =80 #0

miatt ismét nem lehet a fliggvénynek szélsGértéke!(?)
Tehat «, 3,7y eset alapjan nem létezik olyan idépont, amikor a két pont kézotti
tavolsdg minimdlis? Abrézoljuk a két pont kézotti tavolsag grafikonjat vazlatosan.

Ezen a rajzon y-nak mutatkozik minimuma a t = % id8pillanatban! Mi lehet
a probléma oka? Ez vezeti rd a hallgatékat arra, hogy vizsgalni kell a fiiggvény
(f(t),g9(t), k(1)) differencidlhaté-e a ¢t = % és a t = 5z pontokban! Kideriil, hogy
” ve . , . .. , , . b )
nem! Ettdl fliggetleniil létezik minimuma é a feltétel miatt 35 > 5 at = &
pontban, ahol értéke:
3
t=a— —b.

5
Ez is lllusztralja, hogy az ugynevezett ,toréspontokban”, kényskpontokban”, sét
szakaddasi helyeken is lehet a fiiggvénynek szélsGértéke, csak nem az adott pontbeli

differencidlhdnyados segitségével kell és lehet ezt elemezni.

(b) Természetesen a valédi feladatot az

F(t) = /(a —30t)2 + (b — 50t)2
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fiiggvény diszkusszidjaval lehet megoldani.
6. Feladat: 1R x R — R, f(z,y):=|z| + |y| — |= + y|. Létezrik-e a két
parcidlds differencidlhdnyados a (0, 0) pontban, és ha igen, mivel egyenlek?
Megoldas: Mivel a hallgaték megjegyezték, hogy az abszolitértékfiiggvény a
0 pontban nem differencidlhaté, szinte automatikusan adjdk a vilaszt: ,ezek a
parcialis differencidlhdnyadosok nem léteznek”.

A helyes vélasz az ellenkezsd, amelyet a definicié alkalmazasaval sikeriil beldt-

nunk.
OF 0.0y — g ELE 0 =2+ 0L =0l 0l [0+ 0] _
ox z—0 x—0
o bkl
r—0 x
Hasonléan kapjuk:
af
—(0,0) = 0.
ay( ) )

Megjegyzés: az 1R x R — R, f(z,y):=|x| + |y| fiiggvény folytonos a (0,0)
pontban, de ott nem léteznek parcidlis derivaltjai ([2]-250. o.).
7. Feladat:

2oy ha 22 + 4> £ 0
RxR—R =1 Ty ’
! X @) {0, ! haz =y =0.

(a) folytonos-e a (0, 0) pontban?
(b) f-nek léteznek-e parcidlis differencidlhdnyadosai a (0, 0) pontban?

Megoldés: (a) Konnyfi beldtni, hogy f folytonos mindeniitt, mig a problémas
(0, 0) pontban nem. Alkalmazzuk példdul az dtviteli elvet:

(al) Ha y, =0, x, — 0, akkor

2z, -0
240

f(xnayn): 0

limD f@n,yn) = 0.

T —
Yp =0

Hasonldan

hrilu f@n,yn) = 0.

(a2) Ha xy, = ypn, n #0, 2, — 0

2n, - Xy
f@n,yn) = 5—= =1

2 2
ry +x;

lim Of(xn,yn) =1

Tn=Yn—
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Mivel (al) és (a2) nem egyezik meg, a fiiggvény valéban nem folytonos a (0, 0)-ban.

(b) Egyvéltozds fiiggvények esetében annak idején a hallgaték megtanultdk, hogy a
folytonossag sziikséges feltétel egy adott zg € D; pontbeli differencidlhatéség-
hoz. Ezért gyakran kapjuk a feliiletes vilaszt erre a kérdésre: ,,mivel a fliggvény
itt nem folytonos, nem is defferencidlhaté parcidlisan”. Pedig a helyes vilasz:

2z-0
, - 20 0
f:(0,0) = lim H@0 =700 _yp, m230=0_ ) 0

= Im
r—0 xr — 0 r—0 xr — 0 r—0 X

Hasonldan:

£,(0,0) = 0.

5. Integralszamitas

Miutdn megismerkednek bonyolult mtegréldsi mdédszerekkel is, a hallgatdk
adott példa esetében hajlamosak a parcialis integralds, a helyettesitéssel valé integ-
ralas, vagy a raciondlis fiiggvények mtegraldsa modszereket erdltetni, feleslegesen
([7]—83. o.).

Lf x.]ixdx =7

Megoldés: f(z):= ﬁ, gl(x):: %, innen fl(x) = —ﬁ, g(r) = Inx. Igy
f xﬁwdl‘ =1+ x.]iwdx. Mivel visszajutottunk az eredeti integralra, tandcsta-
lansagukban abbahagytdk a tovabbi préobalkozasokat.

A helyes megoldés:

1
/ L dx:/ L dr=In|hz|+C, CeR.

z-lnz Inz

2. fcosfwdl’ =7

Parcidlis integraldssal probalkozva:

/) = T o=

fgy fcosfwdx = x2—2 . Fl(ﬂ) — fx2—2 . %Iz(xx;))dx. Ez a megoldds nem latszik

célravezetdnek, mert egy 1j, bonyolultabb integralra jutottunk.
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A helyes megoldés:

3. [ S de =7

P
Toébben az integralt j valtozé bevezetésével, majd racionilis fiiggvény integ-
ralasdra jutva probdljak kiszdmitani.

1
t:=e%; z=Int; dx= ?dt'

t+1 1 2 +1
- [ [ Ly,
t—1 1 t(t2 — 1)

Kovetkezik a parcidlis tortekre valé bontds:

Ezzel

2 +1 A B-t+C
— =4+~ ABCER
t(t2 — 1) it e MPOE

Innen az ismert médon: A = -1, B=2, C'=0. fgy
1 2t 9

t2—1
t

=In

‘+C’:1n|ex—e_x|—|—0*, C*eR

Az eredmény jé, de sok a felesleges munkal

A r6videbb, de korrekt megoldds a kovetkezd. Alkalmazzuk az ismert szabalyt:

@x— x
/f(x)d —h|f(z)| +C, CER

Tehat

I=n|e® —e 7|+ C.
Ugyancsak meglepi a hallgatékat, hogy egy kis figyelmesség milyen frappans
lehet&séget ad a sikerhesz.

Sokan helyettesitéssel oldjdk meg a feladatot. sin z:==z; dw = cosz - dz.

sin z .
ccosz-dz = [ slnzdz =
CoS %

[
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=—cosz4+C=—-V1-sin’24C=—-V1-224C, CeR.

Kis odafigyeléssel sokkal elegdnsabban megkapjuk ugyanezt a helyes eredményt!

-1

/ﬁdr:/(l—xz)T .xdx:_%/a_xz)%.(_zx)dx:

1 (1—l‘2)+ v+ 1 2
=5 ot 0=l 0= V12 O

[

2

5. [ Zdr =7

Mivel a hallgaték ismerik, vagy meg fogjék ismerni, hogy az [ %dx mtegral
nem elemi fiiggvény, mechanikusan vilaszoljdk, ez sem az! Pedig a megoldas
parcidlisan mtegrélva:

idar::/ar:~e_xdar::—ar:~e_x—|—/e_xdar::—aL‘~e‘x—e_x—|—C', CeR
e([f

fle)i=e g (x)=¢e"
fl(x) =1 g&)=—-e"

Egy fiiggvény Riemann-integrilhatésdga és primitiv fliggvényének létezése sok
nyitott kérdés tisztazasat teszi sziikségessé a hallgatdk elétt.

6. Legyen

2 : 1
Fi[-1,1] — R, f(x)::{g g b £ 0

és
£[-1,1] —R
: 1 2 1
F(x):2x~s1np—;~cosp, haz £ 0
, 2 n L 0
F'(0) = lim =27 77

r—0 1‘—0

=0, haz=0

fi=F

fgy f-nek F' primitiv fiiggvénye, de f nem Riemann-integrilhaté, mert nem
korlatos. Nehezebben ugyan, de lehet konstrudlni olyan f fiiggvényt is, amelynek
egy [a, b]-ban van primitiv fiiggvénye, korldtos, mégsem Riemann-integrélhaté ([8],

295. o.).



A matematikai analizis oktatdsa sordn tapasztalt problémakrdl és hibakrdl II. 97

7. Létezik olyan f fiiggvény, amelyik Riemann-integralhaté valamely [la, bl]-on
és integralfiiggvénye differencidlhatd, de nincs primitiv fiiggvénye. Példdul:

f:[-1,1] — R,  f(x):=sign’z

Az f korldtos, egy hely kivételével folytonos, tehat Riemann-integralhatd, ugyan-
akkor nincs primitiv fiiggvénye ([8], 77. o.).

8. Ha az f fliggvény Riemann-integralhaté és létezik primitiv fiiggvénye az
[a, b]-on, kbvetkezik ebbdl, hogy f folytonos [a, bl-on?
Megoldds: nem!

Legyen
1

. L 2x~sin;—c0s%, ha z # 0,
f:[-1,1] — R, f(a:)._{o’ ha 0

() f az & = 0 pontban nem folytonos
(8) [ korlatos, és egy hely kivételével folytonos, tehdt Riemann-integralhatd
(y) f-nek van primitiv fiiggvénye is:

2 : 1
P11 —R, F(m)::{g g, bt

9. Az integrdlds sordn problémat okoz, ha példaul a forgastest térfogatat az x
tengely, illetve az y tengely koriili forgatds esetében szamoljuk.

Feladat: Az y = z% Neil-féle »szemikubikus paraboldt” az « € [0, a] interval-
lumon megforgatjuk mindkét tengely koriil. Létezik-e olyan a € Rt amelyre a két
forgéstest térfogata egyenld?

Megoldas:

a a4
Vx[o,a] :T'/l‘3d1‘271'~z
0
A hiba itt kévetkezik, mert a V), szdmitdsakor is ugyanezen integraldsi hatdrokat

veszik:
a

TR E

0
Helyesen:
2 4 3 z
V0, fla)l =7 [ ofdy=m- [ ysdy= = -7 a
0 0
Ve[0,a] = Vy[O,a%] teljesiil, ha « - % =32r. a%. Tekintsiink el a trividlis a = 0

esettdl. Mivel a # 0, a megoldas: a = ¥ ([4], 199. o.).
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Rajzban:

10. Az integralasi mddszerek ismertetése soran kitériink arra, hogy vannak
olyan fiiggvények, amelyeknek nincs primitiv fliggvényiik, példaul:

e’ sin x 1
/?dx, / - dx; /mdl‘ ...([1], 306. o.)

Viszont érdekesség céljabdl megemlitjiik, hogy itt is lehetGség van az elemi fliggvé-
nyek korének kibSvitésére. Az | ﬁdr fiiggvényt — amely a matematika kiilonb6zé
fejezeteiben gyakran el6forduld fiiggvény — szokds integral logaritmus fiiggvénynek
nevezni, és értékét Li(x)-szel jelolni. De azzal, hogy a

Li(x)::/ ﬁdm

jelolést haszndljuk, nem valik az integral kiszdmitdsa egyszeriibbé, csak egyszeriib-
ben jelslhetové.

sin
T

dz legyen az integral szinusz fiiggvény, és jelolése:

Si(x) ::/ S xdx.

X

Hasonldan f

»Felvetddik a kérdés: adott elemi fiiggvényrél hogyan lehet eldénteni, hogy
primitiv fiiggvénye elemi fiiggvény vagy sem? Pontosabban megfogalmazva: olyan
eljarast keresiink, amelynek alkalmazdsaval tetsz6leges elemi fiiggvényre a fenti kér-
dés véges sok 1épésben megvilaszolhaté. Egy nem egészen 10 éves eredmény szerint
(a jegyzet 1977-ben irédott) ilyen eljards nem létezik! Ehhez természetesen sziikség
van az eljards, vagy mds széval algoritmus fogalmanak preciz meghatirozdsara.
Szemléletesen olyan eljdrdsokrdl lehet itt sz6, amelyek szdmitégéppel (mégpedig
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»idedlis”, azaz végtelen memoridju szamitégéppel) elvégezhetSk” ([8], 104. o.).
Ugyanakkor megadott intervallumon létezik Riemann-integrdlja a fiiggvénynek,
mert példdul azon folytonos:

xr
e
—dz,

X

de ezek szerint nem szdmithaté ki a Newton—Leibniz-formulaval, csak koézelito
médszerekkel.

11. Példa: szamitsuk ki a kovetkezd kettds integralt az adott 7' tartomanyon:

f(w)z“ymy; Dy:={(x,y) € R,y %0}

T:={(x,y) eR:0< <Lz <y<1}

Szemléltessiik a T' tartomanyt:

f folytonos a T-ben a (0, 0) pont kivételével, de korldtos, igy ntegralhatd a T
normadl tartomanyon.

1 1 1 1

I:/ /x'smydy da::/a:~ /Smydy dx
] Y Y

T 0 T

Erdeklédést kelt a hallgaték korében, hogy az integralds sorrendjének felcse-
rélésével eredményre jutunk.

1 y
/ /l‘ smydy dx_/ /l‘ smydx dy =
0 0

xr
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1

/y~sin ydy

0

N | —

1 X Y
:/smy /xdx dr =
Yy
0 0

Parcidlisan mntegrélva:

sinl —cos 1

2

Még itt is sokan tandcstalanok! Mivel egyenld a sin 17 Sajnos gyakran kapjuk a
valaszt, hogy F-vel, vagy sin 1°-kal!

Irodalom

BanacH, S.: Differencidl- és integral-szamitds. Tankényvkiadd, Szeged, 1964.
Cs&szAR A., Valés analizis I. Tankonyvkiadé, Budapest, 1983.

GyYEMIDOVICS, B. P.: Matematikai analizis feladatgytijtemény. Tankonyvkia-
dé, Budapest, 1974.

Fazekas F.. Hatdrozott integral A.V* (egyetemi segédkonyv). Tankdnyv-
kiadé, Budapest, 1954.

RIMAN J.: Matematikai analfzis I. EKTF Liceum Kiadd, Eger, 1998.

RIMAN J.: Matematikai analizis feladatgy(jtemény I—II. Tankényvkiadd,
Budapest, 1992.

Tuprikov, V. A.: Osibki v resenii zdddcs po viszse] matematike, Viszsaja
Skola, Minszk, 1976.

T. Sés VERA: Analizis I/2. Integral-szdmitds. ELTE TTK Tankényvkiadd,
Budapest, 1977.

RADOs M. : A matematikal analizis oktatdsa sordn tapasztalt problémdakrodl

és hibakrdl I, Acta Acad. Paed. Agriensis, Sect. Math. 26 (1999), 115-120.

Rados Mihdly

Institute of Mathematics and Informatics
Eszterhazy Karoly College

Lednyka str. 4-6.

H-3300 Eger, Hungary



